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ABSTRACT

T
HE PRESENT PhD dissertation is divided into two Parts: Green’s func-
tion and problems of the inclusions and dislocations are addressed
in the first Part, while implementation of elastoplastic constitutive
laws are treated in the second. These subjects can be seen as different

approaches to the investigation of the plastic behaviour of materials.
In the first Part, infinite-body two-dimensional Green’s functions are derived

for the incremental deformation of an incompressible, anisotropic, prestressed
body. These functions, given by Bigoni & Capuani, show the response of an
infinite body to a concentrated force.

The effect of prestress on dislocation (and inclusion) fields in non-linear
elastic solids is analyzed by extending previous solutions by Eshelby & Willis.
Employing a plane strain constitutive model (for incompressible incremental
non-linear elasticity) to describe the behaviour a broad class of (anisotropic)
materials, but with a special emphasis on ductile metals (J2-deformation theory
of plasticity), it is shown that strongly localized strain patterns emerge, when a
dislocation dipole is emitted by a source and the prestress level is high enough.
These strain patterns may explain cascade activation of dislocation clustering
along slip band directions. Several of the presented results remain valid within
a three-dimensional context.

Novel infinite-body three-dimensional Green’s functions are derived for
the incremental deformation of an incompressible, anisotropic, prestressed
body. The case of a force dipole is developed within this framework. Results
are used to investigate the behaviour of a material deformed near the limit of
ellipticity loss and to reveal features related to shear failure cones development
in a three-dimensional solid medium.

Non-standard elastoplastic constitutive laws are treated in the second Part of
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the present PhD dissertation, based on pressure-sensitive yield functions, such
that proposed by Bigoni & Piccolroaz, which describes the inelastic deformation
of ceramic powders and of a broad class of rock-like and granular materials.
This yield function is not defined outside the yield locus, so that ‘gradient-
based’ integration algorithms of elastoplasticity cannot be directly employed.
Therefore, two ad hoc integration algorithms are proposed: an explicit scheme
based on a forward Euler technique with a ‘centre-of-mass’ return correction
and an implicit scheme based on a ‘cutoff-substepping’ return algorithm.
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NOTATION

T
HE NOTATION used in this PhD dissertation corresponds to that of the
literature, even though some variations may occur. Whenever such
exceptions occur, the symbols used in the expressions will be imme-
diately understandable from the context and, if necessary, clarified

in an appropriate manner. The conventions used throughout the text are listed
below.

• Italic greek or latin letters (a, A, α, . . . ) are used for mathematical variables
such as numerical or scalar quantities.

• Italic bold-face lowercase greek or latin letters (b, β, . . . ) denote vector
quantities.

• Italic bold-face uppercase greek or latin letters (C, Σ, . . . ) denote tensor
quantities, usually of the second or third order.

• Blackboard bold letters (K, N, . . . ) are used for both fourth order tensor
quantities and numeric sets (see table D.1); the distinction between these
cases will be clear from the context.

• Italic greek or latin letters with italic subscripts (ai, Aij , εijk, Eijkl, . . . )
denote the components of the corresponding vectors or tensors.

• Uppercase calligraphic letters are used both for spaces (for instance V is
the vector space) and regions or domains (i.e. B is the domain of a body);
the distinction between these cases will be clear from the context.

• A comma inserted in subscripts containing greek or latin letters (in any
font style) (ψ,i, vi,j , Aij,i, . . . ) denotes the derivative with respect to a
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variable that is defined through the text, or that may be deduced from the
context.

• An apostrophe inserted in superscripts of greek or latin letters (in any font
style) (ψ

′
, v
′
, C

′
, . . . ) denotes the derivative with respect to the whole

argument of the function; this argument is explicit or may be deduced
from the context.

• Numbers and italic latin letters in superscripts of greek or latin letters
(in any font style) (φ2,B3, . . . ) denote the exponents; nevertheless some
exceptions may occur, that will be clarified in the text.

• A slash mark in between two numbers in subscripts of italic greek or latin
letters denotes the solutions of an equation; for instance, x1/2 corresponds
to the solutions 1 and 2 of an equation in the variable x.

• When and index appears twice in the same product, summation over the
repeated index (Einstein notation) is implied unless otherwise stated. For
instance,

aibi =

3∑
i=1

aibi

It is worth noting the following exception: in the description of incremental
numeric and/or iterative procedures, the subscripts denote the specific
increment numbers, so that automatically the Einstein notation does not
hold. For instance,

∆ε = εn+1 − εn

After the description of the involved quantities, the distinction between
these two cases will be clear from the context.

All the logical, algebraic, geometric symbols and operators, and, more in
general, whatever not specified in this Chapter, are reported in detail in Ap-
pendix D.
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Part I

GREEN’S FUNCTIONS, INCLUSIONS AND
DISLOCATIONS
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Chapter 1

INTRODUCTION

T
HE PROBLEM of the concentrated force in an infinite anisotropic elastic
medium subject to prestress is presented following Bigoni & Ca-
puani [1] within a two-dimensional context, referring to the Biot [2]
material model (which embraces the cases of Mooney-Rivlin [3] and

Ogden [4] materials). To obtain the solutions for the Biot material, the plane
wave expansion method of the stream function has been exploited following
Hill & Hutchinson [5]. In particular, the Green’s functions [6–8] have been
used for the static problem [1] and for the dynamic problem in the case of
time-harmonic incremental loads (Bigoni et al. [9, 10]); the singular terms are
derived in a closed form. Furthermore, the characteristic equation associated
to the equilibrium equations is analyzed in order to determinate the regime
classification (Bigoni [77]). The prestress and its role in the formation of the
shear bands (localization of the deformation) are systematically investigated.
The introduction of an incremental formulation based on the nominal stress is
required, following directions previously explored for different problems, like
the bifurcation of non-linear solids [77].

The Green’s functions have been obtained for the two-dimensional problem
of the concentrated force in terms of incremental displacement and mean stress.
The singular solutions obtained for the infinite medium can be used to analyze
the effects of a perturbation superimposed to a given homogeneous deformation
of linear elastic medium [77]. Many self-equilibrated load conditions can be
constructed by superposition of the concentrated load solution; the simplest
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5 mm

5 mm

5 mm

Figure 1.1: Photoelasticity (in monochromatic light) discloses the stress field (in-plane principal
stress difference) around an edge dislocation (as sketched) in an isotropic material (a)
and in an orthotropic material (b) (with orthotropy axes aligned parallel and orthogonal
to the dislocation line). Orthotropy has been simulated by cutting parallel groves
(indicated with arrows) in a photoelastic 5 mm thick) two-component resin, in which
two parallel metallic (0.5 mm thick) steel laminae simulate a dislocation, when forced
to slide one against the other. Compared with the isotropic case (a), the fields become
strongly elongated along the orthotropy axis parallel to the dislocation for anisotropy
(b).

force system is represented by a force dipole. It can be demonstrated that, when
approaching the elliptic threshold, the incremental solution tends to organize
along well-defined shear bands (Bigoni & Capuani [1]).

The classic problems of the inclusion and of the dislocation, reported in
the literature only for the linear elastic compressible material (Eshelby [12–
14] and Willis [15]), have been extended by Argani, Bigoni & Mishuris [16]1

to the more general case represented by Biot material; furthermore, the case
of material subject to an initial state of prestress has been analyzed. These
problems have been approached through the Green’s function technique; it is
important to highlight that the general solutions obtained are valid not only
for two-dimensional cases, but also for the three-dimensional: the difference
consists in the Green’s functions set (2-D or 3-D) that is employed in the integral
expressions for the incremental displacement and mean stress fields. In this
text, the two-dimensional problem is considered, so that the Green’s functions
set for the concentrated force in a plane medium is employed. The solutions

1 L.P. Argani, D. Bigoni, and G. Mishuris. “Dislocations and inclusions in prestressed metals”.
In: Proc. Roy. Soc. A 469 (2013).
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Figure 1.2: Conical fracture produced by a spherical indenter (14 mm diameter) at an indenta-
tion speed of 8 mm s−1 in a polycarbonate cylindrical specimen at 0 ◦C (experiment
performed by the authors at the Lab. for Physical Modeling of Structures and Photoe-
lasticity of the University of Trento).

are derived for the incremental displacement, mean stress and tension fields as
functions of the prestress and the incremental shear moduli of the material.

Examples about a circular inclusion subject to an homothetic inelastic initial
expansion and of a straight edge dislocations dipole have been developed; it can
be evidenced the perfect correspondence with the solutions available in the
literature for the simple cases of linear elastic isotropic material; observations
are reported on the development of the deformation localization induced by
different levels of prestress and of the dislocation dipole inclination in the case
of anisotropic material. The results show the behaviour of material in severe
deformation condition; in particular, simulations on metallic materials have
been performed employing the J2-deformation theory of plasticity (Hutchinson
& Neale [17]), which is suitable in describing the behaviour of ductile metals:
the formation of shear bands is observed for specific values of prestress, that can
promote other dislocations with a cascade effect along the sliding directions.
Note that the effect of prestress consists in an induced anisotropy, which has
a strong effect on the stress field near an edge dislocation that can be evidenced
through photoelastic experiments (Figure 1.1).

Three-dimensional Green’s functions have been obtained by Argani, Bigoni,
Capuani & Movchan2 for the problem of the concentrated force in an infinite,

2 L.P. Argani, D. Bigoni, D. Capuani, and N.V. Movchan. “Cones of localized shear strain in
incompressible elasticity with prestress: Green’s function and integral representations”. (2014).
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1 | INTRODUCTION

incompressible, anisotropic, elastic material subject to an initial prestress; conse-
quently, similarly to the problems of the inclusion and the dislocation, an incre-
mental formulation has been employed within the general case of anisotropic
material and a subsequent introduction of the J2-deformation theory. The so-
lutions are expressed in terms of incremental displacements and mean stress
and, in particular, are represented for simple configurations of self-equilibrated
forces, for instance the force dipoles; these dipoles are assumed with a generic
inclination with respect to the infinite medium. In particular, the investigation is
focused on the problem of a force dipole in an axisymmetric state of stress; it is
demonstrated that the material, when approaching the elliptic threshold, shows
a localization of the deformation, which preserves the cylindrical symmetry,
namely, the formation of shear cones; the formation of a failure cone has been no-
ticed by performing experimental tests on cylindrical polycarbonate specimens
with spherical indenter (Figure 1.2). One of the most relevant motivations for the
research on the three-dimensional Green’s functions is the generalization of the
results obtained for the inclusion and the dislocation to the three-dimensional
case.

Outline of Part I

Part I is organized as follows. After a brief overview on tensor algebra and
analysis (provided in the second Chapter), elements of continuum mechanics at
large strain (kinematics, forces, elasticity, equilibrium and motion equations) are
described in detail within the third Chapter. The fourth Chapter summarizes
the incremental problem, focusing on the constitutive equations of elasticity;
non-linear elasticity constitutes an interesting tool allowing to analyze the plastic
behaviour of materials within the loading branch.

The perturbative approach used by Bigoni & Capuani is introduced in the
fifth Chapter for the investigation of material instabilities by analyzing the
effects of a concentrated force in an infinite medium within a two-dimensional
incremental non-linear incompressible elasticity framework.

The two-dimensional Green’s functions set of Bigoni & Capuani is employed
within a new generalization of the inclusion and the dislocation problems, de-
scribed in the sixth Chapter. As a generalization to the constitutive framework
introduced in Chapters 5 and 6, a novel formulation of three-dimensional Green’s

Submitted
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functions is derived in the seventh Chapter, to analyze the material instabilities
of an infinite incremental non-linear elastic incompressible material.
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Chapter 2
ELEMENTS OF TENSOR ALGEBRA

AND ANALYSIS

A brief summary of definitions and properties of vectors and tensors is
provided. The possible representations and notations of the quantities are
illustrated. The aim of this Chapter is to recall the main aspects, rules and
theorems of tensor algebra and calculus that will be used throughout the
text.

T
ENSOR ALGEBRA AND ANALYSIS are largely used in the next Chapters:
it is important to have an overview on these fundamentals of math-
ematics and to summarize the main aspects at the beginning of this
text. The attention is centred on definitions and properties of vectors

and second and fourth order tensors in a three-dimensional Euclidean space
E3 and its associated vector space V. Vector operators and the main relations
between tensors are illustrated; all the properties are expressed using both index
and compact notations. Finally, some important theorems are presented.

2.1 Points, vectors and tensors

2.1.1 Points and vectors

In a three-dimensional Euclidean space E3, a point is an element of E3 and a
vector is an element of the associated vector space V.
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Figure 2.1: Points and vectors.

The difference between two points

v = y − x (2.1)

is a vector, while the sum of a point x and a vector v

y = x+ v (2.2)

is a point (Figure 2.1).

In the following, the convention of sum over repeated indexes has been adopted,
unless otherwise stated.

2.1.2 Inner (or scalar) product of two vectors

The inner (or scalar) product of two vectors u and v is defined as

u · v = uivi i = 1, 2, 3 (2.3)

From (2.3) we have
|u| =

√
u · u (2.4)

A Cartesian coordinate system is composed by an orthonormal basis { ei } =

{ e1, e2, e3 } and by a point O called origin. The components of a vector v
described through { ei } are

ui = u · ei (2.5)

10 Luca Prakash Argani



2.1 | POINTS, VECTORS AND TENSORS

2.1.3 Second-order tensors

A second-order tensor S is a linear operator that transforms the vector u in
the vector v through the following relation

vi = Sijuj (2.6)

The set of all the second-order tensors S forms a vector space, called Lin, when
the following operations may apply:

• sum
(S + T )v = Sv + Tv (2.7)

• product with a scalar quantity

(αS)v = α(Sv) α ∈ R (2.8)

• null second-order tensor 0

0v = 0 ∀v ∈ V (2.9)

• identity I
Iv = v ∀v ∈ V (2.10)

2.1.4 Product of two second-order tensors

The product of two second-order tensors S and T is defined as

(ST )v = S(Tv) ∀v ∈ V (2.11)

In general, the product of second-order tensors does not commute, so that
ST 6= TS.

2.1.5 Transposed second-order tensor

The transposed of the second-order tensor S, denoted with ST, is the unique
tensor such that:

Su · v = u · STv ∀u,v ∈ V (2.12)
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The following rules of transposition hold:

(S + T )T = ST + T T (2.13a)

(ST )T = T TST (2.13b)(
ST
)T

= S (2.13c)

2.1.6 Symmetric and skew-symmetric second-order tensors

A second-order tensor S is symmetric if

S = ST (2.14)

while it is skew-symmetric if
S = −ST (2.15)

The set of all the symmetric tensors is called Sym, while the set of all the skew-
symmetric tensors is called Skw. Every second-order tensor S may be expressed
as

S = A+W (2.16)

whereA ∈ Sym andW ∈ Skw, that are defined as

A =
1

2

(
S + ST) (2.17a)

W =
1

2

(
S − ST) (2.17b)

2.1.7 Tensor (or dyadic) product of two vectors

The tensor product a⊗ b is a second-order tensor such that

(a⊗ b)v = (b · v)a ∀v ∈ V (2.18)

The Cartesian components of a⊗ bwith respect to { ei } are

(a⊗ b)ij = aibj = (ei · a)(b · ej) (2.19)

a⊗ b is not symmetric since (a⊗ b)T
ij = biaj .

Given an orthonormal basis { ei }, every second-order tensor A can be
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2.1 | POINTS, VECTORS AND TENSORS

written as
A = Aijei ⊗ ej (2.20)

2.1.8 Trace of a second-order tensor

The trace operator assigns to every second-order tensor S the scalar (trS)

such that
trS = Sii = S11 + S22 + S33 (2.21)

This operator has the following properties:

trST = trS (2.22a)

tr(ST ) = tr(TS) (2.22b)

2.1.9 Inner (or scalar) product of two second-order tensors

The inner (or scalar) product of two second-order tensors S and T is defined
as

S · T = tr
(
STT

)
= SijTij (2.23)

and has the following properties:

I · S = trS (2.24a)

R · (ST ) =
(
STR

)
· T =

(
RT T) · S (2.24b)

(a⊗ b) · (u⊗ v) = (a · u)(b · v) = aibjuivj (2.24c)

Furthermore,

• if S is symmetric

S · T = S · T T = S · 1

2

(
T + T T) (2.25)

• ifW is skew-symmetric

W · T = −W · T T = W · 1

2

(
T − T T) (2.26)
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• if S is symmetric andW is skew-symmetric

S ·W = 0 (2.27)

• if T · S = 0 for every second-order tensor S, then T = 0

• if T · S = 0 for every symmetric second-order tensor S, then T is skew-
symmetric

• if T ·W = 0 for every skew-symmetric second-order tensorW , then T is
symmetric.

2.1.10 Determinant of a second-order tensor

The determinant of a second-order tensor S is defined as the determinant of
the matrix [S]

detS = |S| = εijkS1iS2jS3k (2.28)

where

εijk =


1 for even permutations of i, j, k
−1 for odd permutations of i, j, k

0 if an index is repeated

(2.29)

is the Ricci or Levi-Civita tensor. The determinant of a second-order tensor is
independent from the orthonormal basis { ei }. The inverse of S is defined as
the unique tensor S−1 such that

SS−1 = S−1S = I (2.30)

S is invertible if and only if detS 6= 0. The determinant and the inverse of a
second-order tensor have the following properties:

det(ST ) = (detS)(detT ) (2.31a)

det
(
ST) = detS (2.31b)

det
(
S−1

)
= (detS)−1 (2.31c)

(ST )−1 = T−1S−1 (2.31d)(
S−1

)T
=
(
ST)−1 (2.31e)
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2.1.11 Orthogonal second-order tensors

A second-order tensorQ is orthogonal if

Qv ·Qu = v · u ∀u,v ∈ V (2.32)

Condition (2.32) is satisfied if and only if

QQT = QTQ = I ⇐⇒ QT = Q−1 (2.33)

Relation (2.33) implies

det
(
QQT) = (detQ)2 = (det I)2 = 1 (2.34)

so that we have
detQ = ±1 (2.35)

If an orthogonal second-order tensor Q has detQ = +1, we have a rotation,
while if it has detQ = −1 we have a reflection.

The set of all orthogonal tensors is denoted with Orth set of all orthogonal
rotation tensors is denoted with Orth+. The orthogonal tensors form a multiplica-
tive group, namely, the product of orthogonal tensors is always an orthogonal
tensor

Q1,Q2 ∈ Orth =⇒ Q = Q1Q2 ∈ Orth (2.36)

2.1.12 Positive-definite second-order tensors

A second-order tensor S is a positive-definite tensor if

v · Sv > 0 (2.37)

for every vector v 6= 0. The set of all positive-definite tensors is denoted with
Lin+.
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(a) Parallelogram gen-
erated by u and v.

(b) Parallelepiped gener-
ated by u, w and v.

Figure 2.2: Graphic representation of the geometric meaning of vector product.

2.1.13 External (or vector) product of two vectors

The external (or vector) product of two vectors u× v is defined as

u× v = det

e1 e2 e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 (2.38)

or, with indexes,
(u× v)i = εijkujvk (2.39)

where εijk is the Ricci or Levi Civita tensor. The external product has the
following properties:

u× v = −v × u (2.40a)

u× u = 0 (2.40b)

The modulus of the external product u× v represents the area of the parallelo-
gram generated by u and v (Figure 2.2a), while the scalar u · (w× v) represents
the volume of the parallelepiped generated by u, w and v (Figure 2.2b).

16 Luca Prakash Argani
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2.1.14 Fourth-order tensors

Throughout this text, fourth-order tensors are denoted with blackboard
characters, for instance the elasticity tensor E, and they define linear mappings,
assigning to each second-order tensors A a second-order tensor E[A]. If we
define an orthonormal basis ei, we have

E = Eijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.41)

so that
(E[A])ij = EijklAkl (2.42)

The product AB between two fourth-order tensors is defined, analogously to
second-order tensors, by composition, namely, for every C ∈ Lin we have

(AB)[C] = A
[
B[C]

]
←→ (AB)ijkl = AijmnBmnkl (2.43)

We define the three following tensor products between second-order tensors:

(A⊗B)[C] = (B ·C)A ←→ (A⊗B)ijkl = AijBkl (2.44a)

(A�B)[C] = ACBT ←→ (A�B)ijkl = AikBjl (2.44b)

(A�B)[C] =
1

2

(
ACBT +ACTBT)

←→ (A�B)ijkl =
1

2
(AikBjl +AilBjk) (2.44c)

From equations (2.44b) and (2.44b) it follows that

(A�B)[C] =
1

2
(A�B)

[
C +CT] (2.45)

From relations (2.44) we can define the fourth-order identity tensor:

I = I � I (2.46)

The transpose of a fourth-order tensor is defined for every A,B ∈ Lin as the
unique tensor ET with the property

B · ET[A] = A · E[B] (2.47)
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from which we have these definitions

• E has the major (or diagonal) symmetry whenever E = ET;

• E has the left minor symmetry whenever, for everyA, E[A] ∈ Sym;

• E has the right minor symmetry whenever, for everyA, ET[A] ∈ Sym.

The following relations hold

(A⊗B)T = B ⊗A (2.48a)

(A�B)T = AT �BT (2.48b)

(A�B)T =
1

2

(
AT �BT +BT �AT) (2.48c)

Positive definiteness and invertibility of fourth-order tensors are defined analo-
gously to second-order tensors. In fact, for every second-order tensorA 6= 0, a
fourth-order tensor E is positive-definite if

A · E[A] > 0 ←→ AijEijklAkl > 0 ∀A 6= 0 (2.49)

while the inverse E−1 of E exists if

E−1
[
E[A]

]
= A ∀A ←→ AijEijklAkl > 0 (2.50)

from which we have the following property

E−1E = I (2.51)

We are now in a position to define the following operators, that will be used
in the text

S = I � I (2.52a)

W = I � I − I � I (2.52b)

where S is the symmetrising operator and W is the skew-symmetrising opera-
tor. Through these quantities, the decomposition (2.16), together with rela-
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tions (2.17), can be rewritten as

A = S[S] (2.53a)

W = W[S] (2.53b)

Note that the symmetrising operator is singular, because it associates the null
second-order tensor to every skew-symmetric tensor, but its restriction to sym-
metric tensors is invertible, and the inverse is the tensor itself.

The following relations hold

(A�B)(C �D) = AC �BD (2.54a)

(A�B)(C �D) = AC �BD +AD �BC (2.54b)

so that we have

(A�B)−1 = A−1 �B−1 (2.55a)

(A�A)−1 = A−1 �A−1 (2.55b)

where the inverse are defined in such a way that

(A�B)(A−1 �B−1) = I � I (2.56a)

(A�A)(A−1 �A−1) = I � I (2.56b)

2.2 Cayley-Hamilton theorem and spectral theorem

A scalar ω is an eigenvalue of S if a unit vector e such that

Se = ωe (2.57)

exists, where e is an eigenvector of S. The spectrum S is composed by all the
eigenvalues of S, { ω1, ω2, . . . }. The set of all the eigenvectors associated to an
eigenvalue is called eigenspace.

Theorem 2.1. The eigenvalues of a positive-definite tensor are strictly positive.

Theorem 2.2. The characteristic spaces of a symmetric tensor are mutually orthogonal.

Theorem 2.3 (Spectral theorem). Let S be a symmetric tensor. Let us consider
an orthonormal basis for V entirely composed by eigenvectors of S. Then S can be

Luca Prakash Argani 19



2 | ELEMENTS OF TENSOR ALGEBRA AND ANALYSIS

expressed as

S =

n∑
i=3

ωiei ⊗ ei (2.58)

where ei are the eigenvectors of S and ωi are the corresponding eigenvalues. Further-
more:

• S has exactly three different eigenvalues if and only if the characteristic space of
S is determined by three mutually orthogonal lines

• S has exactly two different eigenvalues if and only if S admits the representation

S = ω1e1 ⊗ e1 + ω2(I − e1 ⊗ e1) (2.59)

with |e| = 1 and ω1 6= ω2 = ω3. In this case ω1 and ω2 are two different
eigenvalues and the eigenvector e1 is perpendicular to a plane defined by the
mutually orthogonal eigenvectors e2 and e3.

• S has exactly one eigenvalues if and only if

S = ωI (2.60)

In this case ω is the eigenvalue and V the corresponding characteristic space.

Theorem 2.4. ω ∈ R is an eigenvalue of the tensor S if and only if

det(S − ωI) = −ω3 + J1ω
2 − J2ω + J3 = 0 (2.61)

where

J1 = trS (2.62a)

J2 =
1

2

[
(trS)2 − tr(S2)

]
(2.62b)

J3 = detS (2.62c)

are the principal invariants of S. An alternative form for the invariants is the following:

20 Luca Prakash Argani



2.3 | GRADIENT, DIVERGENCE AND CURL

I1 = J1 (2.63a)

I2 = trS2 (2.63b)

I3 = J3 (2.63c)

Theorem 2.5. Let S and T be symmetric and assume that

J1(S) = J1(T ) (2.64a)

J2(S) = J2(T ) (2.64b)

J3(S) = J3(T ) (2.64c)

Then S and T have the same spectrum.

Theorem 2.6 (Cayley-Hamilton theorem). Every tensor S satisfies its own charac-
teristic equation

S3 − J1S
2 + J2S − J3I = 0 (2.65)

2.3 Gradient, divergence and curl

Let us consider functions defined in an open domain B of the Euclidean
space. A function defined in B is called scalar, vector, tensor or point function
depending on its values that may, respectively, be scalars, vectors, tensors or
points.

Let φ be a scalar field, regular on B. The Taylor series expansion of the first
order of φ, in a generic point x, is:

φ(x+ dx) = φ(x) + dφ+ o(dx) (2.66)

where
dφ =

∂φ

∂x
· dx (2.67)

is the total differential of φ. The term o(dx) tends quickly to zero when dx→ 0.
The total differential, given by the difference φ(x+ dx)− φ(x), can be written
as

dφ =
∂φ

∂xi
dxi (2.68)
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or as

dφ = ∇φ · dx (2.69a)

∇φ =
∂φ

∂xi
ei (2.69b)

where∇φ is the gradient of the scalar field φ.

Similarly, if u is a regular vector field, the tensor

∇u =
∂ui
∂xj

ei ⊗ ej ∇u ∈ Lin (2.70)

is the gradient of u and its Cartesian components are

(∇u)ij =
∂ui
∂xj

(2.71)

The scalar field
divu =

∂ui
∂xi

(2.72)

is the divergence of u, while the vector field

curlu = ∇× u (2.73)

is called curl of u. Finally, if S is a regular tensor field, the divergence is defined
as

(divS)i =
∂Sij
∂xj

(2.74)

according to Gurtin [18, 19] and Truesdell & Noll [20]. Another definition of
divergence (see for instance Hill [21] and Ogden [22]) is

(divS)i =
∂Sij
∂xi

(2.75)

Some important and useful relations involving divergence and gradient opera-
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Figure 2.3: Closed region B, boundary ∂B, infinitesimal element dA of the outer surface ∂B and
its normal vector n.

tors are the following:

∇(φv) = φ(∇v) + v ⊗∇φ (2.76a)

div(φu) = φdivu+ u · ∇φ (2.76b)

∇(u · v) = (∇v)Tu+ (∇u)Tv (2.76c)

div(u⊗ v) = udiv v + (∇u)v (2.76d)

div(STu) = S · ∇u+ u · divS (2.76e)

div(φS) = φdivS + S∇φ (2.76f)

2.4 Divergence theorem

Let B be a region of the Euclidean space E3 occupied by a three-dimensional
continuous medium with piecewise regular boundary ∂B (Figure 2.3).

Theorem 2.7 (Divergence theorem).
Let φ : B→ R, v : B→ V and S : B→ Lin be three regular fields. Then:∫

∂B

φndA =

∫
∂B

∇φ dV (2.77a)∫
∂B

v · ndA =

∫
∂B

div v dV (2.77b)∫
∂B

SndA =

∫
∂B

divS dV (2.77c)
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where n is the outward normal unit vector with respect to ∂B.
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Chapter 3

ELEMENTS OF CONTINUUM

MECHANICS

In this Chapter the following concepts are explained: deformations,
forces, strains, stress, elasticity, hyperelasticity, elastic energy, and also
equilibrium and motion equations. A detailed explanation of the rules
describing the material response due to a change of the reference system is
provided.

C
ONTINUUM MECHANICS is a science focused on the description of
motions, deformations and stresses that are generated inside a solid
body subject to external actions. Many are the treated arguments,
and each of them is fundamental; in the present Chapter, the main

concepts given in Gurtin [18] and Holzapfel [23] are recalled. The first part
of this Chapter consists in kinematics, in the introduction of the concept of
deformation, and in the description of motions. The concepts of forces and
stresses are defined, then equations of equilibrium, and of mass and momentum
conservation are formulated. Rules governing the change of the reference
system are defined in detail to clarify the concept of spatial and material fields.
The Chapter ends with the introduction of the constitutive equations for elastic
bodies and the formulation of boundary problems.
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Figure 3.1: Reference configuration and current configuration of a continuum.

3.1 Kinematics

A deformable body B is a set of material points occupying a regular region
of the three-dimensional Euclidean space E3. The position occupied by the
continuum B at every time is called configuration. Let B0 be the configuration at
time t = 0, usually characterized by the absence of external loads.

To describe every quantity depending on the position, we can use two
variables:

• the position x in the current configuration B at any given time; the motion
is defined through a spatial (or Eulerian) description;

• the position x0 in the reference configuration B0; the motion is defined
through a material (or Lagrangian) description.

3.1.1 Deformation

The deformation is described by a function transforming the material points
x0 into the spatial points x,

φ : B0 → B

x = φ(x0) (3.1)

Assuming that during the transformation interpenetration and tearing are
avoided, φ must be C2 class continuous bijective application. Therefore, the
inverse function φ−1 exists and takes every point of the current configuration
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back to the corresponding point of the reference configuration

φ−1 : B→ B0

x0 = φ−1(x) (3.2)

Deformation gradient

Let F be the deformation gradient

F = ∇φ F ∈ Lin+ (3.3)

Let dx0 be an element with infinitesimal length in B0, and dx its relative image
in B. Since

x = φ(x0) (3.4a)

x+ dx = φ(x0 + dx0) (3.4b)

we obtain:

dx = (x+ dx)− x = φ(x0 + dx0)− φ(x0) = (∇φ) dx0 = F dx0 (3.5)

F describes the variations of the linear elements during the motion. Further-
more, F is a so-called two-point tensor, since it relates the geometric elements
of the reference configuration to the corresponding elements of the current
configuration. An important property of the deformation gradient is

J = det(F ) > 0 (3.6)

Relation (3.6) can be demonstrated ab absurdo. If J = 0, one of the eigenvalues
of F , for instance λ0, should be equal to zero, so that

F dx0 = λ0 dx0 = 0 =⇒ dx = 0 (3.7)

where dx0 is the eigenvector associated to λ0. Hence, if J = 0, a linear material
element should collapse in a spatial element with null length. To avoid these
physically impossible behaviours, we assume J 6= 0. Since J = det(F ) is a
continuous function, and taking into account that for B ≡ B0 (namely, x ≡ x0)
we have F = I and J = 1, we have proved the property (3.6).
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Figure 3.2: Rigid translation.

Displacement field

The vector field
u(x0) = φ(x0)− x0 (3.8)

represents the displacement field of a material point. The displacement field
can also be expressed as a function of the current position

u(x) = x− φ−1(x0) (3.9)

The two above descriptions are equivalent and can be interchanged, but are
conceptually different due to the different meaning assigned to the deformation
x = φ(x0)

u(x0) = u
(
φ−1(x)

)
= u(x) (3.10)

The material gradient of the displacement field is

H = ∇u =
∂u

∂x0
=

∂x

∂x0
− ∂x0

∂x0
= F − I (3.11)

so that the deformation gradient can be rewritten as

F = H + I = ∇u+ I (3.12)

Homogeneous deformations

In general, F is a function of x0. If F is independent from x0, the deforma-
tion is defined as homogeneous.
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Figure 3.3: Rigid rotation.

Rigid deformations. Rigid deformations constitute a particular class of homo-
geneous deformations. For rigid deformations, the distance among the points
in the reference configuration remains constant for all the other configurations.

In a rigid translation, every point moves with the same distance, direction,
and time. Therefore u is not a function of the position of the material point, but
is constant within the whole body.

The rigid translation of the body is described by the deformation

x = φ(x0) = x0 + y (3.13)

so that
F =

∂φ

∂x0
=
∂x0

∂x0
+

∂y

∂x0
= I + 0 = I = const (3.14)

In a rigid rotation, the whole body rotates around a fixed point y0. In this
case, the deformation is described by

x = φ(x0) = y0 +Q(x0 − y0) Q ∈ Orth+ (3.15)

so that
F =

∂φ

∂x0
= 0 +Q(I − 0) = Q = const (3.16)

Uniform deformations. An other class of homogeneous deformations is given
by the uniform deformations, described by

x = φ(x0) = αx0 (3.17)
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Figure 3.4: Uniform deformation.

where α is a scalar. If α > 1 we have an expansion, while if α < 1 we have a
contraction. The deformation gradient of a uniform deformation is

F =
∂φ

∂x0
= αI = const (3.18)

Polar decomposition

If F ∈ Lin+, then it can be expressed through the polar decomposition

F = RU = V R (3.19)

where R is an orthogonal tensor, called rotation tensor, while U and V are
called, respectively, right stretch tensor and left stretch tensor, which are defined
as

U =
√
F TF U ∈ Sym+ (3.20a)

V =
√
FF T V ∈ Sym+ (3.20b)

The decomposition F = RU describes the transformation composed by a pure
deformation motion of dx0, represented by the material tensor U , followed by
a pure rotationR. Therefore, the tensorR transforms the material vector U dx0

into the spatial vector dx.
In the same way, the decomposition F = V R describes the transformation

composed by a rotation of the material vector dx0, represented by the rotation
tensorR, followed by a pure deformation motion of the spatial vectorR dx0,
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applied by the spatial tensor V .
Hence, the tensorR is a two-point tensor, like F , since it works in between

the material and the current configurations. Being U and V definite positive,
all their eigenvalues are positive.

Let λi (i = 1, 2, 3) be the positive eigenvalues of U and ui (i = 1, 2, 3)

the corresponding normalized eigenvectors; in the relative principal reference
system we have

U = λ1u1 ⊗ u1 + λ2u2 ⊗ u2 + λ3u3 ⊗ u3 (3.21)

and from (3.19) it follows that

V = RURT = R

(
3∑
i=1

λiui ⊗ ui

)
RT =

3∑
i=1

λi(Rui ⊗Rui) (3.22)

We can conclude that U and V have the same eigenvalues, while the eigen-
vectors of V are those of U , but rotated through R (or, inversely, through
R−1 = RT).

We introduce now the following tensors

C = F TF = U2 =

3∑
1=1

λ2
iui ⊗ ui U ∈ Sym+ (3.23)

and

B = FF T = V 2 =

3∑
1=1

λ2
i (Rui ⊗Rui) V ∈ Sym+ (3.24)

that are called, respectively, right and left Cauchy-Green tensors. Their eigenvec-
tors coincide with those of U and V , while their eigenvalues are the squared of
the eigenvalues of U and V .

Deformation measures

Transformation of a line element. In order to measure the elongation of a
line element dx0, we use the linear dilatation coeffiecient εn

εn =
|dx| − |dx0|
|dx0|

=
|F dx0|
|dx0|

− 1 (3.25)
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Figure 3.5: Angular variations.

εn can also be rewritten as

εn =

√
F dx0 · F dx0

|dx0|
− 1 =

√
dx0 · F TF dx0

|dx0|
− 1 =

√
n ·Cn− 1 (3.26)

where
n =

dx0

|dx0|
(3.27)

represents the direction of the material vector dx0.

Angular transformations. Let n andm be the directions of the material vec-
tors dx0 and dy0, defined as

n =
dx0

|dx0|
(3.28a)

m =
dy0

|dy0|
(3.28b)

and θ be the angle between the corresponding spatial vectors dx and dy. If

γmn =
π

2
− θ (3.29)

is the complementary angle of θ, the angular variation is described by

sin(γmn) = cos(θ) =
dx · dy
|dx||dy|

=
F dx0 · F dy0

|dx0||dy0|
(3.30)
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or, equivalently, by

sin(γmn) =
dx0 · F TF dy0√

dx0 · F TF dx0

√
dy0 · F TF dy0

=
n ·Cm√

n ·Cn
√
m ·Cm

(3.31)

Volume element trasformation. In Section 2.1 we have seen that the volume
determined by three material vectors is

dV0 = dx0 · (dy0 × dz0) (3.32)

in the reference configuration, while it is equal to

dV = dx · (dy × dz) = F dx0 · (F dy0 × F dz0) (3.33)

after the deformation. In the two- or three-dimensional Euclidean space, the
following theorem of linear algebra holds:

Aa×Ab = (detA)A−T (a× b) ∀A ∈ Lin+, ∀a, b ∈ R (3.34)

with which equation (3.33) can be rewritten as

dV = F dx0 ·
(
det(F )F−T(dy0 × dz0)

)
= J dx0 · F TF−T(dy0 × dz0) =

= J dV0 (3.35)

Consequently, in a constant volume deformation (dV = dV0)

J = det(F ) = 1 (3.36)

The volumetric expansion can be evaluated as

Θ =
dV − dV0

dV0
= det(F )− 1 (3.37)

Transformation of an oriented surface element. A surface element dA is an
elementary surface dA with a specific orientation given by the unit vector
n normal to the surface. As described in Section 2.1, two material vectors
determine the surface element

dA0 = n0 dA0 = dx0 × dy0 (3.38)
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where n0 is the normal vector of dA0. After the deformation, dA0 transforms
into

dA = n dA = dx× dy = F dx0 × F dy0 (3.39)

On application of the theorem (3.34) to (3.39) yields

n dA = det(F )F−T(dx0 × dy0) = JF−Tn0 dA0 (3.40)

which is known as Nanson rule for the area transformation. From equation (3.40)
we obtain

dA = J
∣∣F−Tn0

∣∣ dA0 (3.41)

while the relation between n and n0 is given by

n =
F−Tn0

|F−Tn0|
(3.42a)

n0 =
F Tn

|F Tn|
(3.42b)

Green-Lagrange tensor. If we consider finite deformations, the infinite defor-
mation measures can be obtained using F and its related tensors C,B, U , and
V . However, these measures are non null in the undeformed configuration
(B ≡ B0). For this reason we define the Green-Lagrange strain tensor

G =
1

2
(C − I) G ∈ Sym+ (3.43)

such that it is zero in the undeformed configuration (G(x0) = 0).

Small deformations

Within the small deformation theory,∇u is an infinitesimal quantity, so that
the product ∇uT∇u can be neglected. Using equation (3.12), the Cauchy-Green
deformation tensor C becomes

C = I +∇u+∇uT +∇uT∇u ' I +∇u+∇uT (3.44)
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Therefore, the Green-Lagrange deformation tensorG has the form

G =
1

2

(
∇u+∇uT) (3.45)

that corresponds to the deformation tensor within the infinitesimal elasticity.

3.1.2 Motions

The motion of a material body is a collection of configurations depending
on a unique parameter, the time t. The position of the point x0 at time t is

x = φ(x0, t) (3.46)

while the trajectory described by the material point is

T = { (x, t) | x ∈ B(t), t ∈ R } (3.47)

The motion description in relation (3.46) is called Lagrangian (or material); this
description is focused on the material point, once the initial configuration is
known.

Since φ is a regular bijective function, the inverse function φ−1 exists, such
that

x0 = φ−1(x, t) (3.48)

The motion description given by relation (3.48) is called Eulerian (or spatial). In
this case, we focus on a point in the space. Usually, in the continuum mechanics
the Lagrangian description is adopted, while in fluid mechanics the Eulerian
description is preferred.

Velocity and acceleration fields

The velocity and acceleration fields are obtained, respectively, through the
first and second order derivatives of the motion φwith respect to time t, with
x0 fixed; the material description of the velocity and acceleration fields is given
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by

ẋ(x0, t) =
∂φ(x0, t)

∂t
(3.49a)

ẍ(x0, t) =
∂2φ(x0, t)

∂t2
(3.49b)

where ẋ and ẍ represent the increment, with respect to time, of the position
and the velocity of the material point x0 at time t. The spatial description of the
velocity and acceleration fields is

v(x, t) = ẋ(φ−1(x, t), t) = ẋ(x0, t) (3.50a)

a(x, t) = ẍ(φ−1(x, t), t) = ẍ(x0, t) (3.50b)

where v and a represent, respectively, the increment, with respect to time, of the
position and the velocity at point x. Furthermore, it is important to note that

a(x, t) =6= ∂v

∂t
(3.51)

3.1.3 Material and spatial derivatives

Let f(x0, t) be a regular material field and g(x, t) a regular spatial field.

Material time derivative of a material field

The material time derivative of f , with a symbolic notation Df/Dt or ḟ , is
the derivative of f with respect to time t with x0 fixed, namely

ḟ(x0, t) =
Df(x0, t)

Dt
=
∂f(x0, t)

∂t

∣∣∣∣
x0

(3.52)

ḟ represents the increment of f with time, evaluated by a mobile observer
following the linear path of x0.
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Spatial time derivative of a spatial field

The spatial time derivative of g, with a symbolic notation ∂g/∂t, is the
derivative of g with respect to time t with x fixed, namely

∂g(x, t)

∂t
=
∂g(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x

(3.53)

ġ represents the increment of g with time, evaluated by a mobile observer in x.

Material gradient of a material field

The material gradient of f , Grad f , is the derivative of f with respect to x0

with t fixed, namely

Grad f(x0, t) = ∇x0
f(x0, t) =

∂f(x0, t)

∂x0

∣∣∣∣
t

(3.54)

Spatial gradient of a spatial field

The spatial gradient of g, grad g, is the derivative of g with respect to x with
t fixed, namely

grad g(x0, t) = ∇xg(x0, t) =
∂g(x, t)

∂x

∣∣∣∣
t

(3.55)

Material time derivative of a spatial field

To obtain the material time derivative of g we must first express g as a
function of x0, in order to obtain the material field

g(x, t) = g
(
φ(x0, t), t

)
(3.56)

then we calculate the material time derivative

D

Dt
g
(
φ(x0, t), t

)
=
∂g
(
φ(x0, t), t

)
∂t

∣∣∣∣
x0

(3.57)
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and finally, we take the obtained result back to the spatial description

D

Dt
g
(
φ(x0, t), t

)
=
∂g
(
φ(x0, t), t

)
∂t

∣∣∣∣
x0=φ−1(x,t)

(3.58)

On application of the chain rule yields

Dg(x, t)

Dt
=
∂g(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x

+
∂g(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t

· ∂φ(x0, t)

∂t

∣∣∣∣
x0=φ−1(x,t)

=

=
∂g(x, t)

∂t

∣∣∣∣
x

+ v(x, t) · grad
(
g(x, t)

)
(3.59)

where the first term represents the spatial time derivative of g, while the second
term is called convective derivative of g and describes the position changes of x.

3.1.4 Deformation increment

Since F = Gradφ, we have

Ḟ =
DF

Dt
= Grad ẋ(x0, t) = Gradv

(
φ(x0, t), t

)
(3.60)

If we apply the chain rule, we obtain

Ḟ =
∂v

∂x
· ∂x
∂x0

= LF (3.61)

where
L = gradv (3.62)

The tensor L can be decomposed in the form

L(x, t) = D(x, t) +W (x, t) (3.63)

whereD is the symmetric part of L and is called deformation velocity tensor

D =
1

2

(
L+LT) = DT D ∈ Sym (3.64)
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whileW is the skew-symmetric part of L, called spin or rotation tensor

W =
1

2

(
L−LT) = −W T W ∈ Skw (3.65)

The tensorD is associated to a pure deformation, andW to a rotation. IfD = 0,
we have a rigid deformation.

3.1.5 Volume increments

Since dV = J dV0, to determine the variation of dV as a function of time
during the motion, we must calculate the derivative of J with respect to time.
In particular, we have

J = det(F ) = det(RU) = det(R) det(U) = det(U) = λ1λ2λ3 (3.66)

where λi (i = 1, 2, 3) are the principal stretches (namely, the eigenvalues of U ).
It follows that

J̇ = (detF )· = λ̇1λ2λ3 + λ1λ̇2λ3 + λ1λ2λ̇3 = J

(
λ̇1

λ1
+
λ̇2

λ2
+
λ̇3

λ3

)
(3.67)

In the principal reference system, the inverse and the derivative with respect to
time of U are

U−1 =

3∑
1=1

1

λi
ui ⊗ ui (3.68)

and

U̇ =

3∑
1=1

λ̇iui ⊗ ui +

3∑
1=1

λiu̇i ⊗ ui +

3∑
1=1

λiui ⊗ u̇i (3.69)

respectively. Consequently,

U̇ ·U−1 = tr
(
U̇TU−1

)
=

(
λ̇1

λ1
+
λ̇2

λ2
+
λ̇3

λ3

)
(3.70)

since ui · ui = 1, so that

(ui · ui)· = 2(u̇i · ui) = 0 =⇒ u̇i ⊥ ui (3.71)
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Taking into account that
U̇ = ṘTF +RTḞ (3.72)

and
U−1 = RTF−T (3.73)

and using equation (3.61), the equation (3.70) becomes

U̇ ·U−1 = tr
(
ṘTR

)
+ tr

(
RTLR

)
(3.74)

Furthermore, sinceRRT = I , we observe that(
RRT)· = ṘTR+RTṘ = 0 (3.75)

hence
tr
(
ṘTR

)
+ tr

(
RTṘ

)
= 2 tr

(
ṘTR

)
= 0 (3.76)

We can conclude that

J̇ = J tr
(
U̇TU−1

)
= J(trL) = J div v (3.77)

from which we deduce that in a constant volume deformation we have

div v = 0 (3.78)

3.2 Forces

In continuum mechanics we consider the motions of deforming bodies
and we assume that the forces acting on the bodies are due to external effects
independent from the observer. These forces are called applied forces and are
acting on the current configuration B. We can distinguish three types of forces:

• contact forces among separated parts of a body;

• surface forces of the external environment on the boundary of a body;

• volume forces of the external environment on the interior points of a body.
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Figure 3.6: Forces acting on the current configuration.

The contact force per surface unit s(x, ∂B, t) is a vector field defined on every
oriented surface piecewise regular on B. To determine the contact force between
two separated parts B and P we integrate s on the contact surface

L = B ∩ P (3.79)

Consequently ∫
∂L

s(x, ∂B, t) dA (3.80)

is the force acting on B by P at time t.
The volume force per volume unit b is a vector field defined on B, such that the

forces of the external environment on B, that are not due to contact, are∫
B

ρ(x, t)b(x, t) dV (3.81)

3.2.1 Cauchy stress theorem

The fundamental postulate of Cauchy asserts the existence of the surface tension
s depending on the position of the normal n to the surface we are referring to

s(x, ∂B, t) = s(x,n, t) (3.82)

The Cauchy stress theorem asserts that the tension vector s(x,n, t) linearly de-
pends on n, so that a second order tensor field σ, independent from n, exists
such that

s(x,n, t) = σ(x, t)n ∀x ∈ B (3.83)
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σ(x, t) is called Cauchy tensor and is a symmetric tensor. Note that σ ∈ Sym due
to balance of angular momentum.

3.2.2 First Piola-Kirchhoff tensor

The Cauchy tensor σ is defined in the spatial configuration B. Since B is
often unknown, in many cases its is useful to work with a tensor referring to
the reference configuration.

The contact force df acting on the surface element dA is defined as

df = s(x,n, t) dA = s0(x0,n0, t) dA0 (3.84)

where s0 is the nominal tension vector, representing the surface force on the
current configuration, but acting on the reference configuration B0 and is a
function of x0 and n0. Therefore, s0 has not a physical meaning, has the same
direction of s, but |s| 6= |s0|.

Since s0 = Sn0, where S is the first Piola-Kirchhoff tensor, equations (3.83)
and (3.84) yield

σndA = Sn0 dA0 (3.85)

If we use the Nanson rule (3.40), the equation (3.85) becomes

Sn0 dA0 = JσF−Tn0 dA0 (3.86)

so that
S = JσF−T (3.87)

Hence, S is a two-point tensor like F . Usually, ST = JF−1σ 6= S, so that S is
not a symmetric tensor. The tensor S becomes symmetric in the particular cases
in which F is symmetric.

3.2.3 Other known tensors

Kirchhoff tensor

The Kirchhoff tensorK yields a spatial measure of the stress. The Kirchhoff
tensor is different from the Cauchy tensor by the volume ratio J , and is defined
as

K = Jσ , K ∈ Sym (3.88)
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Consequently, if the material satisfies the incompressibility constraint (J = 1)
we obtain

K = σ (3.89)

Second Piola Kirchhoff tensor

The second Piola Kirchhoff tensor T (2) yields a material measure of the
stress and is defined as

T (2) = F−1S = F−1KF−T T (2) ∈ Sym (3.90)

From equations (3.84) and (3.90) we obtain

T (2) dA0 = F−1 df (3.91)

Biot tensor

The Biot tensor T (1) yields a material measure of the stress and is defined as

T (1) = JF−1σR = F−1KR (3.92)

A substitution of the polar decomposition, F = RU , into equation (3.92), yields

T (1) = PU−1 (3.93)

Hence, from equations (3.84) and (3.92) we obtain

T (1)RT dA = JF−1 df (3.94)

Nominal tensor

The nominal tensor t is defined as

t = ST = JF−1σ (3.95)

so that t is a two-point tensor like S and, in general, is not symmetric.
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3.3 Equilibrium equations

3.3.1 Mass conservation

The mass conservation law asserts that during a motion, the mass m of a
body is a quantity that does not change. The mass density at the points x and
x0 is defined by the limits

ρ(x) = lim
∆V→0

∆m

∆V
(3.96)

and
ρ0(x0) = lim

∆V0→0

∆m

∆V0
(3.97)

Let P0 be one part of B0 and P its relative image in B; the mass conservation
implies

m(Pt) =

∫
Pt

ρ dV =

∫
P0

ρ0 dV0 (3.98)

and therefore, because dV = J dV0,∫
Pt

ρdV =

∫
Pt

ρ0

J
dV ∀Pt ∈ Bt (3.99)

Since the two integrands in (3.99) must coincide in every point, we have

Jρ = ρ0 (3.100)

and taking into account that the density ρ0 is constant with respect to time in
P0, the mass conservation equation (3.100) becomes

J̇ρ+ Jρ̇ = 0 (3.101)

or, equivalently, using equation (3.33),

ρdiv(v) + ρ̇ = 0 (3.102)

Note that in an isochoric motion we have ρ̇ = 0 since div(v) = 0.
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3.3.2 Momentum and angular momentum

Definitions

The momentum l(t) is defined as

l(t) =

∫
B

ρ(x, t)v(x, t) dV (3.103)

The angular momentum a(t) referred to the fixed point y is defined as

a(y, t) =

∫
B

ρ(x, t)r × v(x, t) dV (3.104)

where
r = x− y = φ(x0, t)− y (3.105)

Properties

The momentum and the angular momentum have the following properties:

l̇(t) =

∫
B

ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.106a)

ȧ(y, t) =

∫
B

r × ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.106b)

To demonstrate equations (3.106a) and (3.106b) we must observe that∫
B

φsρdV =

∫
B0

φmρJ dV0 =

∫
B0

φmρ0 dV0 (3.107)

and

D

Dt

∫
B

φsρdV =
D

Dt

∫
B0

φmρJ dV0 =

∫
B0

φ̇mρ0 dV0 =

∫
Bt

φ̇sρ dV (3.108)

where φs = φ(x, t) and φm = φ
(
φ(x0, t), t

)
are generic scalar, vector, or tensor

functions.
Hence, the relation (3.106a) has been obtained using equation (3.108), while (3.106b)
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has been obtained using equation (3.108) taking into account that

(r × v)· = ṙ × v + r × v̇ = r × v̇ (3.109)

since ṙ = v and v × v = 0.

3.3.3 Centre of mass

The centre of mass of Bt is defined as

α(t)− 0 =
1

m(Bt)

∫
Bt

ρr dV (3.110)

Furthermore, the following property holds

α̇(t) =
1

m(Bt)

∫
Bt

ṙρdV (3.111)

which can be demonstrated using equation (3.108).
A comparison between equations (3.111) and (3.106a) shows that the mo-

mentum of a body B is equivalent to that of a particle of mass m(B) and located
in the centre of mass of B

m(B)α̇(t) = l(B, t) (3.112)

3.3.4 Momentum equilibrium equations

The resultant force applied on the current configuration B is

f(B, t) =

∫
B

ρ(x, t)b(x, t) dV +

∫
∂B

σ(x, t)ndA (3.113)

and the resultant moment of the applied forces applied in a point y ∈ E3 is

m(B, t) =

∫
B

ρ(x, t)r(x, t)× b(x, t) dV +

∫
∂B

r(x, t)× σ(x, t)ndA (3.114)

where r(x, t) = x− 0. It is important to note that we are considering only the
non-polar continua (continua in absence of distributed torques).
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The motion of a continuum is governed by the momentum equilibrium equation
laws. The first law asserts that the momentum l(t) evolves through time if a non
null resultant force f(t) is applied, thus

Dl(t)

Dt
= f(t) (3.115)

The second law consists in the momentum equilibrium

Da(0, t)

Dt
= m(0, t) (3.116)

where a(0, t) andm(0, t) depend on the point 0.

In equations (3.115) and (3.116), the existence of an inertial observer (inertial
reference system) is implicitly assumed, and the equilibrium laws are referred
to this system. The momentum equilibrium equations (3.115) and (3.116) in
terms of integrals on B and ∂B become∫

B

ρ(x, t)b(x, t) dV +

∫
∂B

σ(x, t)n dA =

∫
B

ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.117)

and∫
∂B

r(x, t)× σ(x, t)n dA+

∫
B

ρ(x, t)r(x, t)× b(x, t) dV =

=

∫
B

ρ(x, t)r(x, t)× v̇(x, t) dV (3.118)

If we denote the resultant of the body forces (which includes the inertial force −ρv̇)
with

b∗ = b− v̇ (3.119)

and if we define

f∗(B, t) =

∫
B

ρ(x, t)b∗(x, t) dV +

∫
∂B

σ(x, t)ndA (3.120)
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and

m∗(B, t) =

∫
B

ρ(x, t)r(x, t)×b∗(x, t) dV +

∫
∂B

r(x, t)×σ(x, t)n dA (3.121)

then, the momentum equilibrium laws (3.115) and (3.116) assume the form

f∗(B, t) = 0 (3.122a)

m∗(B, t) = 0 (3.122b)

The momentum equilibrium equations (3.115) and (3.116) can be rewritten in
terms of integrals on B0 and ∂B0 as∫

B0

ρ0(x0, t)b(x0, t) dV0 +

∫
∂B0

S(x0, t)n0 dA0 =

=

∫
B0

ρ0(x0, t)
D2

Dt2
φ(x0, t) dV (3.123)

and∫
∂B0

r(x0, t)× S(x0, t)n0 dA0 +

∫
B

ρ0(x0, t)r(x0, t)× b(x0, t) dV0 =

=

∫
B0

ρ0(x0)r(x0, t)×
D2

Dt2
φ(x0, t) dV0 (3.124)

where
r(x, t)0 = φ(x0, t)− 0 (3.125)

3.3.5 Mechanical energy equilibrium

The external mechanical power, or increment of the external mechanical
work Wext, is defined as the power produced by the set of the forces (s, b) on
the region B at time t

Wext(t) =

∫
∂B

s · v dA+

∫
B

ρb · v dV (3.126)
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The kinetic energy K of a continuum occupying the region B at time t t is
defined as

K(t) =
1

2

∫
B

ρv2 dV (3.127)

If we neglect other forms of energy, for instance thermal, nuclear, electric,
magnetic or chemical energy, then the mechanical energy equilibrium in the
spatial description becomes

Wext(t) = Wint(t) +
D

Dt
K(t) (3.128)

where Wint is the stress power or increment of the internal mechanical work,
and Wint describes the response of the region B at time t given by the stress
field. Now we want to determine Wint in a way such that the mechanical
energy equilibrium is satisfied. Recalling that s = σn, the first integral in
equation (3.126) can be rewritten as∫

∂B

σn · v dA =

∫
∂B

σv · ndA (3.129)

and, on application of the divergence theorem (2.77) yields∫
∂B

s · v dA =

∫
B

div(σv) dV (3.130)

where

div(σv) = (σijvj),i = σij,ivj + σijvj,i = (divσ) · v + σ ·D (3.131)

Consequently ∫
∂B

s · v dA =

∫
B

[
(ρv̇ − b) · v + σ ·D

]
dV (3.132)

and ∫
∂B

s · v dA+

∫
B

b · v dV =

∫
B

σ ·D dV +
1

2

∫
B

ρv2 dV (3.133)

which represents the power theorem in terms of spatial coordinates.
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A comparison between equations (3.128) and (3.133) yields

Wint(t) =

∫
B

σ ·D dV (3.134)

Now we want to determine the mechanical energy equilibrium equation as a
function of the Lagrangian (namely, reference) coordinates.

The external mechanical powerWext and the kinetic energyK in the material
configuration are expressed as

Wext(t) =

∫
∂B0

Sn0 · ẋ dA0 +

∫
B0

b0 · ẋ dV0 (3.135)

and
K(t) =

1

2

∫
B0

ρ0ẋ
2 dV0 (3.136)

respectively. The stress power in terms of material coordinates becomes

Wint(t) =

∫
B0

σ ·DJ dV0 (3.137)

and noting that

σ ·D = σ · (L−W ) = σ ·L− σ ·W = σ ·L (3.138)

since the spin tensorW corresponds to the skew-symmetric part of L and the
Cauchy tensor is symmetric (therefore σ ·W = 0), equation (3.137) can be
rewritten as

Wint(t) =

∫
B0

σ ·LJ dV0 (3.139)

If we introduce the first Piola-Kirchhoff tensor, we have

Wint(t) =

∫
B0

SF T ·LdV0 =

∫
B0

S · Ḟ dV0 (3.140)

A comparison between equations (3.137) and (3.140) yields

S · Ḟ = Jσ ·D (3.141)

50 Luca Prakash Argani



3.4 | MOTION EQUATIONS

from which we conclude that the mechanical energy equilibrium is satisfied
using the Kirchhoff tensor K (K = Jσ) and D, or the tensors S and Ḟ to
measure the power per volume unit in the material configuration.

If a stress measureH and a strain measure Z are such thatH · Ż = S · Ḟ ,
they are called work-conjugated functions. An infinite number of stress and strain
measures of this type exists; if we define a strain tensor

E(m) =
1

m
(U (m) − I) m ∈ N (3.142)

it is always possible to find a tensor T (m) such that

T (m) · Ė(m) = S · Ḟ (3.143)

Note that two important work-conjugated measures of stress and strain are the
Biot tensor T (1) and the right stretch tensor U .

3.4 Motion equations

3.4.1 Governing equations in the spatial configuration

On application of the divergence theorem (2.77), the linear momentum
equilibrium equation (3.117) yields∫

B

(ρb+ divσ − ρv̇) dV = 0 (3.144)

and since (3.144) holds for an arbitrary body B, we have

divσ + ρb = ρv̇ (3.145)

or, if we introduce the total force b∗ = b− v̇:

divσ + ρb∗ = 0 (3.146)

Furthermore, for a non-polar continuum the momentum balance (3.118) is
satisfied only if equation (3.145) holds and if the Cauchy tensor is symmetric

σ = σT (3.147)
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Since in equations (3.145) and (3.147) the independent variables are x and t,
these two equations yield a spatial description of the motion of the body. In
terms of spatial coordinates, we have

• motion equations

div(σ) + b = ρv̇ (3.148a)

σ = σT (3.148b)

• mass conservation equations

ρ0 = Jρ (3.149)

• constitutive equations
σ = σ̂(B) (3.150)

3.4.2 Governing equations in the reference configuration

On application of the divergence theorem (2.77), the linear momentum
equilibrium equation (3.123) in terms of material coordinates yields:∫

B0

(
ρ0b0 + divS − ρ0

D2φ

Dt2

)
dV = 0 (3.151)

where b0 = b(x0, t). Since equation (3.151) holds for any arbitrary material
configuration B0, we have

divS + ρb0 = ρ0
D2φ

Dt2
(3.152)

which holds for every x0 ∈ B0. Furthermore, using a particular form of the di-
vergence theorem involving the vector product, the momentum balance (3.124)
becomes:

SF T = FST (3.153)

Consequently, in terms of reference coordinates , the motion of the continuum
body B is governed by the following relations:
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• motion equations

DivS + b0 = ρ0
D2φ

Dt2
(3.154a)

SF T = FST (3.154b)

• constitutive equations
S = Ŝ(F ), (3.155)

• kinematic condition
F = Gradx (3.156)

The mass conservation equation is omitted because in the reference configura-
tion ρ0 = const.

3.5 Invariance of the material response

3.5.1 Change in observer

Analyzing the motion of the body B, two different observers, O and O+, in
general record two different motions, respectively denoted with φ(x0, t) and
φ+(x+

0 , t
+). These motions are called equivalent motions if the mutual distances

between the points and the time intervals among the events are constant during
the observation, so that

|x− x0| =
∣∣x+ − x+

0

∣∣ (3.157a)

t− t0 = t+ − t+0 (3.157b)

The requirement (3.157a) is satisfied by the spatial reference system

x+ − x+
0 = Q(t)(x− x0) (3.158)

whereQ is a rotation tensor.
Consequently, equations (3.157) can be rewritten in the form

x+ = c(t) +Q(t)x (3.159a)

t+ = t+ α (3.159b)
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where
c(t) = x+

0 −Q(t)x0 (3.160)

and
α = t+0 − t0 (3.161)

Therefore, at every time t the deformation x+(x0, t) can be seen as a specific
rigid body motion imposed on x(x0, t).

The relations (3.159) represent the analytic formulation of the change in
observer and are referred to an Euclidean transformation. A spatial tensor field
of order n (q1 ⊗ q2 ⊗ ... ⊗ qn) is called objective if in the change in observer it
transforms through the relation

(q1 ⊗ q2 ⊗ ...⊗ qn)+ = Qq1 ⊗Qq2 ⊗ ...⊗Qqn (3.162)

In particular:

• if n = 1, we have a spatial vector field q, for which the equation (3.162)
becomes

q+(x+, t+) = Q(t)q(x, t) (3.163)

• if n = 2, we have a second-order tensor field that can be defined as
A(x, t) = q1(x, t)⊗ q2(x, t), for which the equation (3.162) becomes

A(x+, t+) = Q(t)A(x, t)Q(t)T (3.164)

in which the following property has been used

Qq1 ⊗Qq2 = Q(q1 ⊗ q2)QT (3.165)

It is obvious that a scalar field is not affected by a change in observer, so that

ψ+(x+, t+) = ψ(x, t) (3.166)

Material fields do not always vary after a change in observer; for instance, they
remain unchanged after an imposed rigid body motion. Consequently,

q+
0 = q0 (3.167)
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and
A+

0 = A0 (3.168)

where q0 andA0 are, respectively, a vector and a tensor field.

We illustrate now the transformation laws for some known field, and their
objectivity is analyzed. We start considering by the deformation gradient F at
point x ∈ B and at its relative point x+ ∈ B+

F =
∂x

∂x0
(3.169a)

F+ =
∂x+

∂x+
0

(3.169b)

The differentiation of equation (3.159) with respect to x0 yields

F+ =
∂x+

∂x+
0

= Q
∂x

∂x0
= QF (3.170)

representing the transformation law of F . Note that F is objective even if the
requirement (3.164) is not satisfied, because, being a two-point tensor, one of its
indexes describes the material coordinates, which are independent from the
change in observer; consequently, F transforms as a vector.

Also the first Piola-Kirchhoff tensor S transforms into

S+ = QS (3.171)

so that also S is an objective two-point tensor.

The polar decomposition for the observer O+ at point x ∈ B+ is

F+ = R+U+ = V +R+ (3.172)

and, on application of equation (3.170), we obtain

QRU = R+U+ (3.173a)

QV R = V +R+ (3.173b)
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Since the tensorQR is orthogonal, we have

R+ = QR (3.174a)

U+ = Q (3.174b)

V + = QRQT (3.174c)

Therefore, beingR a two-point tensor,U a material tensor, and V a spatial tensor,
they all are objective. Consequently, the Cauchy-Green tensors C and B are
objective too, since

C+ = C (3.175a)

B+ = QBQT (3.175b)

An example of a non-objective tensor is given by the velocity gradient L =

Ḟ F−1, a spatial tensor that transforms as follows

L+ = QLQT + Q̇QT (3.176)

where Q̇QT represents the rotation of the reference system of the observer O
around the reference system of O+. However, since L = D +W , we have

D+ = QDQT (3.177a)

W+ = Q̇QT +QWQT (3.177b)

thus, the tensorD is objective.

3.5.2 Invariance in the change in observer

The material invariance principle asserts that the material properties must
remain unchanged when changing the observer. In other words, O and O+

must record the same stress under the same actions. It is important to define a
constitutive law that remains the same for every observer. Consequently, the
constitutive equations must be defined using parameters that have the same
transformation rule in change in observer.

Let s = σn be the Cauchy tension vector, measured at time t by the first
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observer. We should expect that

s+(n+) = Qs(n) (3.178)

Since s = σn and s+ = σ+n+, we have

σ+n+ = Qσn (3.179)

and using n+ = Qn, we obtain

σ+Qn = Qσn (3.180)

Consequently, the tensor σ is an objective tensor, since

σ+ = QσQT (3.181)

3.5.3 Objective derivatives

The aim of this Section is to understand the transformation of the material
derivatives with respect to time when there is a change in observer. Let us
consider a spatial vector q and a spatial tensorA transforming into

A+ = QAQT (3.182a)

q+ = Qq (3.182b)

Their relative material derivatives do not follow these rules, in fact

q̇+ = Qq̇ + Q̇q (3.183a)

Ȧ+ = Q̇AQT +QȦQT +QAQ̇T (3.183b)

Consequently, q̇ and Ȧ are not objective fields, so that they are not suitable in
formulating constitutive equations in a differential form. If σ̇ were employed
in the incremental constitutive equations, a rigid rotation would generate a
stress increment. For this reason we introduce the objective derivatives, which are
essentially modified material time derivatives.

The equation (3.177b) becomes Q̇ = W+Q − QW , and a substitution
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into (3.183) leads to

∇+

q = Q
∇
q (3.184a)

∇+

A = Q
∇
AQT (3.184b)

where

∇
q = q̇ −Wq (3.185a)
∇
A = Ȧ−WA+AW (3.185b)

are the definitions of the Jaumann derivative of a vector and a tensor, respectively.
Many other derivatives can be defined, for instance the Oldroyd derivative

◦
q = q̇ −Lq (3.186a)
◦
A = Ȧ−LA−ALT (3.186b)

or the Cotter-Rivlin derivative

�
q = q̇ +LTq (3.187a)
�
A = Ȧ+LTA+AL (3.187b)

The objective derivatives are usually employed to define the derivatives of the
Eulerian stress that are suitable in the formulation of constitutive equations.
Note that if the Lagrangian fields remain unchanged in the change in observer,
their corresponding material derivatives behave in the same way, so that

q̇+
0 = q̇0 (3.188a)

Ȧ+
0 = Ȧ0 (3.188b)
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3.6 Elastic bodies

A material is elastic if its relative stress state depends only on the final
deformation and not on the deformation path. The constitutive class of an
elastic material is defined as

σ(x, t) = σ̂
(
F (x0, t),x0

)
(3.189)

or simply
σ = σ̂(F ) (3.190)

where F measures the local changes of the distance, while σ̂ is called response
function. Since the material response is independent from the observer, it must
be

σ+ = σ̂(F+) (3.191)

and, introducing the transformation law for F and σ,

σ̂(QF ) = Qσ̂(F )QT Q ∈ Orth+ (3.192)

which represents the necessary and sufficient condition to have a constitutive
law satisfying the material invariance principle.

We want to determine the alternative forms for the constitutive equations.
Since R is a particular rotation, as Q ans F = RU , the relation (3.190) can be
rewritten as

σ = σ̂(RU) = Rσ̂(U)RT (3.193)

so that, substitutingR = FU−1,

σ = FU−1σ̂(U)U−TF T = F σ̆(U)F T (3.194)

where σ̆(U) = U−1σ̂(U)U−T represents the constitutive equation in terms of
U . In the same manner we can determine a form of the constitutive equation as
a function of the deformation tensor C,

σ̂(F ) = Rσ̃(C)RT (3.195)

or
σ̂(F ) = F σ̄(C)F T (3.196)
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Note that also the differential forms of the constitutive equations (3.194), (3.195),
and (3.196) are independent from the observer.

3.6.1 Isotropic materials

Let us consider a body B0. In a first case we apply to B0 a deformation
generated by the gradient F , while in a second case the undeformed body B0 is
rotated byQ (Q ∈ Orth+) and then subject to the same deformation of the first
case, so that the total deformation gradient becomes FQ. A material is isotropic
if the material response is the same for every rotationQ, namely

σ̂(F ) = σ̂(FQ) ∀Q ∈ Orth+ (3.197)

If we consider finite deformation, a material is not isotropic in all the configura-
tions, but only initially, since the body loses the isotropy due to the deformation.

The response of an isotropic material should be also independent from the
observer. Since the rotation tensors Q used in equation (3.192) and in (3.197)
are different, we choose Q in (3.197) equal to QT in (3.192) and, in this way, a
substitution of (3.192) into (3.197), allows us to write the response invariance in
the form

QσQT = σ̂(QFQT) (3.198)

Constitutive equations for an isotropic material

If a material is isotropic, its constitutive equation in terms of Cauchy stresses
σ and of left Cauchy-Green tensorB = FF T is

σ = β0I + β1B + β2B
−1 (3.199)

where β0, β1, and β2 are functions of the three invariants of B. Furthermore,
if the elastic Cauchy material is incompressible and isotropic, relation (3.199)
becomes (Truesdell & Noll [20]):

σ = −qI + β0B + β1B
−1 (3.200)

since I3 = det(B) = 1 for an incompressible material.
The parameter q in equation (3.200) can be determined on application of the

Cayley-Hamilton theorem (2.65). In this way, we note that q is connected to the
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hydrostatic pressure p̂ = trσ/3 through the relation

q = −p̂+ β0I1 +
1

2
β1

(
I2
1 − I2

)
(3.201)

where I1 = trB and I2 = trB2, while β0 and β1 are generic functions of the
two invariants ofB

β0 = β0(I1, I2) (3.202a)

β1 = β1(I1, I2) (3.202b)

Two particular cases of equation (3.200) are the Mooney-Rivlin material [3],
for which

σ = −qI + αB + βB−1 (3.203)

where α and β are constants, and the neo-Hookean material, for which

σ = −qI + αB (3.204)

where α is constant.

The constitutive equation (3.200) implies the coaxiality between tensorsB
and σ, so that they share (at least) a principal reference system where

diagB =
(
λ2

1, λ
2
2, λ

2
3

)
(3.205a)

diagσ = (σ1, σ2, σ3) (3.205b)

in which λi > 0 (for i = 1, 2, 3) are the principal stretches satisfying the incom-
pressibility constraint

λ1λ2λ3 = 1 (3.206)

and σi are the principal stresses. Consequently, the functions β0 and β1 can be
determined by expressing equation (3.200) in the principal Eulerian reference
system as follows

β0 =
1

λ2
1 − λ2

2

[
(σ1 − σ3)λ2

1

λ2
1 − λ2

3

− (σ2 − σ3)λ2
2

λ2
2 − λ2

3

]
(3.207a)

β1 =
1

λ2
1 − λ2

2

(
σ1 − σ3

λ2
1 − λ2

3

− σ2 − σ3

λ2
2 − λ2

3

)
(3.207b)
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Equations (3.207) can be expressed in an alternative manner on application of
any permutation of the indexes 1, 2, and 3.

Newtonian fluids

A particular case of equation (3.200) is the constitutive equation describing
an incompressible Newtonian fluid

σ = p̂I + 2µD (3.208)

where the Cauchy stress is connected to the Eulerian deformation increment
through the viscous parameter µ and the fluid pressure p̂ = trσ/3 because
trD = vi,i = 0. Therefore, in the case of plane strain we have

Di3 = D3i = 0 (3.209)

for i = 1, 2, 3, while the non null components of σ are

σi3 = 0 i = 1, 2 (3.210a)

σ33 =
σ1 + σ2

2
(3.210b)

σ11 − σ22 = 2µ (D11 −D22) (3.210c)

σ12 = µD12 (3.210d)

3.6.2 Hyperelastic materials

An elastic material, for which exists an elastic potential W = W (F ) such
that

ST =
∂W

∂F
[F ] (3.211)

is called hyperelastic material (Ogden [4]). If W is an isotropic function, we have
the following relation

∂W

∂F
=
∂W

∂U
(3.212)

and the Biot stresses T (1) and U are coaxial, so that

T (1) =
∂W

∂U
=

3∑
i=1

∂W

∂λi
u(i) ⊗ u(i) (3.213)
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where u(i), for i = 1, 2, 3, are the unit vectors aligned to the principal Lagrangian
directions.

On application of the definition of the Biot stress

T (1) = F−1KR (3.214)

and taking into account that

F = RU (3.215a)

U =

3∑
j=1

λju
(j) ⊗ u(j) (3.215b)

we obtain

K = R

3∑
j=1

λju
(j) ⊗ u(j)

3∑
i=1

∂W

∂λi
u(i) ⊗ u(i)RT (3.216)

so that

RTKR =

3∑
i=1

λi
∂W

∂λi
u(i) ⊗ u(i) (3.217)

therefore, the principal components ofK are

ki = λi
∂W

∂λi
(3.218)

in which the indexes i = 1, 2, 3 are not summed. For an incompressible material
we introduce the constraint J = λ1λ2λ3 = 1 and the principal Cauchy stresses
σi are given by

σi = λi
∂W

∂λi
− p̂ (3.219)

an expression in which the indexes i = 1, 2, 3 are not summed, and p̂ = trσ/3

is the hydrostatic pressure; therefore, eliminating p̂, we obtain

σi − σj = λi
∂W

∂λi
− λj

∂W

∂λj
(3.220)

where i 6= j and the indexes i, j = 1, 2, 3 are not summed. If the material is
incompressible, only two of its principal stretches λi are independent, because,
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to satisfy the constraint J = 1, it must be λ3 = 1/(λ1λ2). Consequently, the
elastic potential can be expressed as

Ŵ (λ1, λ2) = W (λ1, λ2, λ
−1
1 , λ−1

2 ) (3.221)

and, on application of the chain rule, we obtain

∂Ŵ

∂λi
=
∂W

∂λ1

∂λ1

∂λi
+
∂W

∂λ2

∂λ2

∂λi
+
∂W

∂λ3

∂λ3

∂λi
(3.222)

for i = 1, 2, 3, so that equation (3.219) rewrites as

σ1 = λ1
∂W

∂λ1
− p̂ = λ1

∂Ŵ

∂λ1
+ λ3

∂W

∂λ3
− p̂ (3.223a)

σ2 = λ2
∂W

∂λ2
− p̂ = λ2

∂Ŵ

∂λ2
+ λ3

∂W

∂λ3
− p̂ (3.223b)

σ3 = λ3
∂W

∂λ3
− p̂ (3.223c)

Furthermore, in the case of plane strain, we have

λ1 = λ (3.224a)

λ2 =
1

λ
(3.224b)

λ3 = 1 (3.224c)

and the elastic potential assumes the form

W̆ (λ) = Ŵ

(
λ,

1

λ

)
(3.225)

On a second application of the chain rule, we can verify that

∂Ŵ

∂λ
=
∂Ŵ

∂λ1

∂λ1

∂λ
+
∂Ŵ

∂λ2

∂λ2

∂λ
(3.226)

so that

λ
∂Ŵ

∂λ
= λ1

∂Ŵ

∂λ1
− λ2

∂Ŵ

∂λ2
(3.227)

64 Luca Prakash Argani



3.6 | ELASTIC BODIES

and, consequently, equation (3.220) can be rewritten as

σ1 − σ2 = λ1
∂W

∂λ1
− λ2

∂W

∂λ2
= λ1

∂Ŵ

∂λ1
− λ2

∂Ŵ

∂λ2
= λ

∂Ŵ

∂λ
(3.228a)

σ1 − σ3 = λ1
∂W

∂λ1
− λ3

∂W

∂λ3
= λ1

∂Ŵ

∂λ1
(3.228b)

σ2 − σ3 = λ2
∂W

∂λ2
− λ3

∂W

∂λ3
= λ2

∂Ŵ

∂λ2
(3.228c)

It is clear that the elastic potential can be also expressed as a function ofB, and
in particular of its invariants

I1 = trB (3.229a)

I2 = trB2 (3.229b)

I3 = detB (3.229c)

where I3 = 1 for an incompressible material. Hence, the elastic potential
assumes the form

W̄ (I1, I2) = Ŵ (λ1, λ2) (3.230)

and from the chain rule we have

∂Ŵ

∂λi
=
∂W̄

∂I1

∂I1
∂λi

+
∂W̄

∂I2

∂I2
∂λi

(3.231)

Employing this expression, we can rewrite relations (3.228) in the following
alternative form

σ1 − σ2 = 2
(
λ2

1 − λ2
2

) ∂W̄
∂I1

+ 4
(
λ4

1 − λ4
2

) ∂W̄
∂I2

(3.232a)

σ1 − σ3 = 2

(
λ2

1 −
1

λ2
1λ

2
2

)[
∂W̄

∂I1
+ 2

(
λ2

1 +
1

λ2
1λ

2
2

)
∂W̄

∂I2

]
(3.232b)

σ2 − σ3 = 2

(
λ2

2 −
1

λ2
1λ

2
2

)[
∂W̄

∂I1
+ 2

(
λ2

2 +
1

λ2
1λ

2
2

)
∂W̄

∂I2

]
(3.232c)
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3.6.3 Some elastic potentials

Mooney-Rivlin material

The explicit form of the deformation energy function for an isotropic elastic
material proposed by Mooney [3] is

W̄ (I1, I2) =
µ1

2
(I1 − 3)− µ2

4

(
I2
1 − I2 − 6

)
(3.233)

or, analogously,

Ŵ (λ1, λ2) =
µ1

2

(
λ2

1 + λ2
2 +

1

λ2
1λ

2
2

− 3

)
− µ2

2

(
1

λ2
1

+
1

λ2
2

+ λ2
1λ

2
2 − 3

)
(3.234)

or, in the case of plane strain,

W̆ (λ) =
µ1 − µ2

2

(
λ2 +

1

λ2
− 2

)
(3.235)

where µ1 and µ2 are material parameters, while µ0 = µ1 − µ2 represents the
shear modulus. In this case, referring to equation (3.200), we simply obtain the
identifications

β0 = µ1 (3.236a)

β1 = µ2 (3.236b)

Ogden material

The following class of deformation energy functions has been given by
Ogden [4] to model experimental analyses on rubber:

Ŵ (λ1, λ2) =

N∑
i=1

µi
αi

[
λαi1 + λαi2 +

1

(λ1λ2)
αi − 3

]
(3.237)

or, for the case of plane strain,

W̆ (λ) =

N∑
i=1

µi
αi

[
λαi +

1

λαi
− 2

]
(3.238)
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where µi and αi are material parameters subject to the constraints

2µ0 =

N∑
i=1

µiαi with µiαi > 0 i = 1, . . . , N (3.239)

where N ∈ N \ { 0 } determines the number of terms in the deformation energy
function, µi have the dimension shear moduli, and αi are dimensionless pa-
rameters. In particular, the Mooney-Rivlin material can be obtained if N = 2,
α1 = 2, and α2 = −2.

The following values yield a good fitting with some experimental data
from uniaxial and equi-biaxial tension tests, and pure shear tests on vulcanized
rubber (Treloar [24, 25] and Ogden [4]):

α1 = 1.3 µ1 = 6.3× 105 N m−2

α2 = 5.0 µ2 = 1.2× 103 N m−2

α3 = −2.0 µ3 = 0.1× 105 N m−2 (3.240)

and µ0 = 4.225× 105 N m−2; some limitations are given by Ogden et al. [26].

The coefficients of relations (3.200) can be obtained from equation (3.237) in
the form

β0 =
1

λ2
1 − λ2

2

N∑
i=1

µi

[
λαi1 − (λ1λ2)−αi

λ2
1 − (λ1λ2)−2

λ2
1 −

λαi2 − (λ1λ2)−αi

λ2
2 − (λ1λ2)−2

λ2
2

]
(3.241a)

β1 =
1

λ2
1 − λ2

2

N∑
i=1

µi

[
λαi1 − (λ1λ2)−αi

λ2
1 − (λ1λ2)−2

− λαi2 − (λ1λ2)−αi

λ2
2 − (λ1λ2)−2

]
(3.241b)

or

β0 =
λ2

λ4 − 1

N∑
i=1

µi

[
λαi − 1

λ2 − 1
λ2 − 1− λαi

1− λ2

1

λαi

]
(3.242a)

β1 =
λ2

λ4 − 1

N∑
i=1

µi

[
λαi − 1

λ2 − 1
− 1− λαi

1− λ2

λ2

λαi

]
(3.242b)

for the case of plane strain.
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J2-deformation theory of plasticity

Within hyperelasticity, Hutchinson & Neale [17] defined the J2-deformation
theory of plasticity (see also Hutchinson & Tvergaard [27]). Referring to equa-
tion (3.200), the corresponding constitutive equation is

σi =
2

3
Esεi + p̂ (3.243)

for i = 1, 2, 3, and, analogously, the incompressibility constraint is expressed as

3∑
i=1

εi = 0 (3.244)

where εi = lnλi represents the logarithmic deformation, p̂ = trσ/3, while Es is
the secant modulus to the curve giving the behaviour of the effective stress σe

as a function of the effective strain εe, defined as

εe =

√
2

3
(ε2

1 + ε2
2 + ε2

3) (3.245a)

σe =

√
3

2
(S2

1 + S2
2 + S2

3) (3.245b)

in which Si (for i = 1, 2, 3) are the principal components of the deviatoric stress
tensor. Furthermore, we assume

Es = KεN−1
e (3.246)

where N ∈ (0; 1] is the hardening exponent and K is a (positive) constitutive
stiffness parameter. Therefore, the deformation energy function is expressed as

W ε =
K

N + 1
εN+1

e (3.247)
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where we adopted1:

q = −p̂+
2

3
Es

(
λ4

2 − λ−2
2

) (
λ2

1 + λ2
3

)
ε1 −

(
λ4

1 − λ−2
1

) (
λ2

2 + λ2
3

)
ε2

(λ2
1 − λ2

2) (λ2
1 − λ2

3) (λ2
2 − λ2

3)
(3.248a)

β0 =
2

3
Es

1

λ2
1 − λ2

2

[
(ε1 − ε3)λ2

1

λ2
1 − λ2

3

− (ε2 − ε3)λ2
2

λ2
2 − λ2

3

]
(3.248b)

β1 =
2

3
Es

1

λ2
1 − λ2

2

(
ε1 − ε3

λ2
1 − λ2

3

− ε2 − ε3

λ2
2 − λ2

3

)
(3.248c)

In the case of plane strain we have

ε3 = lnλ3 = 0 (3.249)

while the incompressibility contraint implies

ε1 = −ε2 = ε = − lnλ (3.250)

so that the effective strain εe becomes

εe =
2ε√

3
(3.251)

If we introduce the parameter K̃, defined as

K̃ = K

(
2√
3

)N−1

(3.252)

equations (3.246) and (3.246) can be manipulated and rewritten as follows

Es = K̃εN−1
e (3.253a)

W ε =
4

3

K̃

N + 1
εN+1 (3.253b)

1 See equations (3.200) and (3.243).
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In this case, referring to equation (3.200), we obtain

q = −p̂ (3.254a)

β0 =
4

3
Es

λ2

λ4 − 1
ε (3.254b)

β1 =
2

3
Es

λ2

1− λ4
ε (3.254c)

3.7 Boundary problems

In the Lagrangian formulation of the elastic boundary problems, the inde-
pendent variables are (x0, t).

The objective is to determine the motion φ(x0, t) of a body subject to given
initial and boundary conditions, once the reference configuration and the den-
sity ρ0(x0) are known. The motion equation in terms of reference coordinates,
as seen in Section 3.4.2, is

divS + ρ0b = ρ0ẍ (3.255)

with S depending on x = φ(x0, t) through the constitutive equation

S = Ŝ(F ) (3.256)

where
F = Gradφ(x0, t) (3.257)

In general, the body forces b are functions of the spatial points x = φ(x0, t).
If we assume, without any loss of generality, that the body occupies the reference
configuration at the beginning of the motion (t = t0), the initial conditions (IC)
are:

φ(x0, t0) = x0 (3.258a)

φ̇(x0, t0) = v0(x0) (3.258b)

where v0 is a function assigned on B0.
To specify the boundary conditions (BC), we consider two subsets ∂Bx0 ⊆ ∂B0

and ∂Bs0 ⊆ ∂B0 in which, respectively, displacements and surface tensions are
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assigned.2 Then, it is possible to write:

φ(x0, t) = ξ(x0, t) on ∂Bx0 (3.259a)

Sn0 = s(x0,x,F , t) on ∂Bs0 (3.259b)

where ξ and s are assigned vector fields. The condition (3.259b) is rather general
and holds for a wide range of prescribed tensions, including static loads and
pressures.

2 The following relations hold for the two boundaries above defined:

∂Bx0 ∪ ∂Bs0 = ∂B0

∂B0
x ∩ ∂B0

s = ∅
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Chapter 4

INCREMENTAL DEFORMATIONS

This Chapter is focused on the definition of incremental quantities
and the incremental formulation of the elastic problem. The constitutive
operator, the elastic moduli, the stresses and the strains are derived in the
incremental form.

I
N ORDER TO STUDY THE RESPONSE of a solid body subject to prestress,
a boundary problem and a set of linear incremental relations should
be introduced. Even though there are general theories on this topic,
here the attention is limited to the case of linear increment. Finally, the

main constitutive equations, that can perfectly describe the behaviour of many
elastic materials, are illustrated in an incremental formulation. In the following
Sections, an elastic, initially isotropic (in absence of load) material is considered
with known initial conditions, for which explicit expressions for the stress are
available in every phase of the deformation, as well as incremental equations
directly obtained from those associated to finite deformations.

4.1 Definition of an incremental quantity

Let φ(x0, t) be a solution of the boundary problem (3.255)-(3.259). We want
to find solutions near φwhen the boundary conditions are perturbed.

Let φ̄(x0, t) be a solution of the perturbed boundary and assume that x̄ =
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Figure 4.1: Incremental deformations.

φ̄(x0, t). The displacement of a material particle is

ẋ = x̄− x = φ̄(x0, t)− φ(x0, t) = φ̇(x0, t) (4.1)

which is assumed as the definition of (˙).

If the displacement ẋ is small for all x0 ∈ B0, so that the terms of order |ẋ|2

can be neglected, then we can refer to ẋ as a (linear) incremental deformation of
the current configuration Bt.

The increment of the deformation gradient due to the incremental deforma-
tion ẋ is given by

Ḟ = (Gradφ)· = Grad φ̄−Gradφ = Grad φ̇ (4.2)

an expression in which the linearity property of the operator Grad has been
used.

In general, the increment of a scalar (vector or tensor) function f(F ) regular
enough is given by its Taylor series expansion limited to the linear term

ḟ =
∂f

∂F
[Ḟ ] + o(Ḟ ) (4.3)
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4.2 Incremental motions equations

According with (4.3), the incremental linearized constitutive equation for an
elastic material becomes

Ṡ = E0Ḟ (4.4a)

E0 =
∂Ŝ(F )

∂F
(4.4b)

or, similarly,
Ṡ = E0Ḟ + qF−TḞ F−T − q̇F−T (4.5)

when the material is incompressible. E0 is the fourth order tensor of the elastic
moduli in the reference configuration. When the material is hyperelastic, we
have S = ∂W/∂F and from (4.4b) we obtain

E0 =
∂2W (F )

∂F 2
(4.6)

Usually, in incremental boundary problems, it is convenient to choose the
known current configuration as a reference configuration. In this case F = I

while Ḟ , which represents the incremental deformation gradient, is different
from zero since

Ḟ = FL = L (4.7)

Note that isotropy is a property associated to a particular configuration that
should be assumed as a reference configuration in order to formulate the consti-
tutive equation.

4.2.1 Incremental boundary problem

Referring to Chapter 3, the set of equations governing the quasi-static incre-
mental equation for a compressible material expressed in a material reference
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system is the following: 

div Ṡ + ḃ0 = 0

Ṡ = EḞ
Ḟ = Grad ẋ

Ṡn0 = ṡ(x, t) on ∂Bs0
ẋ = ξ̇(x, t) on ∂Bx0

(4.8)

4.3 Incremental constitutive equations

The constitutive equation for an elastic, isotropic and incompressible Cauchy
material (Section 3.6.1) is

σ = −qI + β0B + β1B
−1 (4.9)

where β0 and β1 are generic functions of the two invariants ofB. The material
derivative of (4.9) is

σ̇ = −q̇I + β0Ḃ + β1

(
B−1

)·
+ β̇0B + β̇1B

−1 (4.10)

in which
Ḃ = DB +BD +WB −BW (4.11)

and (
B−1

)·
= −B−1D −DB−1 −B−1W +WB−1 (4.12)

whereD is the Eulerian deformation velocity tensor andW is the spin tensor.
Once the equation (4.9) is known, and with the definition of the Jaumann
derivative

∇
σ = σ̇ −Wσ + σW (4.13)

the constitutive equation (4.9) becomes

∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1(B−1D +DB−1) + β̇0B + β̇1B

−1 (4.14)

Note that

β̇i =
∂βi(I1, I2)

∂I1
tr Ḃ + 2

∂βi
∂I2(I1, I2)

B · Ḃ (4.15)
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where

tr Ḃ = 2B ·D (4.16a)

B · Ḃ = 2B2 ·D (4.16b)

or, similarly,
˙̂
βi =

∂β̂i(λ1, λ2)

∂λ1
λ̇1 +

∂β̂i(λ1, λ2)

∂λ2
λ̇2 (4.17)

where β̂i = β̂i(λ1, λ2) (per i = 0, 1) are the coefficients β0 and β1 expressed in
function of the principal stretches. One can obtain

∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1

(
B−1D +DB−1

)
+ +2

(
B ·D∂β0

∂I1
+

+ 2B2 ·D∂β0

∂I2

)
B + 2

(
B ·D∂β1

∂I1
+ 2B2 ·D∂β1

∂I2

)
B−1 (4.18)

or, similarly,

∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1(B−1D +DB−1)+

+

(
∂β̂0

∂λ1
λ̇1 +

∂β̂0

∂λ2
λ̇2

)
B +

(
∂β̂1

∂λ1
λ̇1 +

∂β̂1

∂λ2
λ̇2

)
B−1 (4.19)

The incremental constitutive equation (4.18) holds for the three-dimensional
incompressible Cauchy elasticity.

4.3.1 Incremental moduli

We want to apply equation (4.18) to the case of incremental in-plane defor-
mations by imposing the generic homogeneous deformation condition. In the
principal Eulerial reference system we have

B = λ2
1e1 ⊗ e1 + λ2

2e2 ⊗ e2 +
1

λ2
1λ

2
2

e3 ⊗ e3 (4.20)
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where Di3 = D3i = 0 (per i = 1, 2, 3), so that the out-of-plane stress components
are

∇
σ3i =

∇
σi3 = 0 i = 1, 2 (4.21)

and

∇
σ33 = −q̇ +

(
λ2

1 − λ2
2

){ 1

λ2
1λ

2
2

[
∂β0

∂I1
+ 2

(
λ2

1 + λ2
2

) ∂β0

∂I2

]
+

+ λ2
1λ

2
2

[
∂β1

∂I1
+ 2

(
λ2

1 + λ2
2

) ∂β1

∂I2

]}
(D11 −D22) (4.22)

or, alternatively,

∇
σ33 = −q̇ +

[
1

λ2
1λ

2
2

(
λ1
∂β̂0

∂λ1
− λ2

∂β̂0

∂λ2

)
+

+ λ2
1λ

2
2

(
λ1
∂β̂1

∂λ1
− λ2

∂β̂1

∂λ2

)]
D11 −D22

2
(4.23)

The in-plane stress components can be expressed in the Biot [2] form as
∇
σ12 = 2µD12

∇
σ11 −

∇
σ22 = 2µ∗ (D11 −D22)

D11 +D22 = 0

(4.24)

where µ and µ∗ are two incremental moduli corresponding, respectively, to a
shear parallel to and inclined at π/4 with respect the principal Eulerial axes.
These can be expressed in function of the invariants ofB

µ =
λ2

1 + λ2
2

2

(
β0 −

β1

λ2
1λ

2
2

)
(4.25a)

µ∗ =
λ2

1 + λ2
2

2
β0 +

(λ2
1 − λ2

2)2

2

[
∂β0

∂I1
+ 2(λ2

1 + λ2
2)
∂β0

∂I2

]
+

− 1

λ2
1λ

2
2

{
λ2

1 + λ2
2

2
β1 +

(λ2
1 − λ2

2)2

2

[
∂β1

∂I1
+ 2(λ2

1 + λ2
2)
∂β1

∂I2

]} (4.25b)
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or of the principal stretches

µ =
λ2

1 + λ2
2

2

(
β̂0 −

β̂1

λ2
1λ

2
2

)
(4.26a)

µ∗ =
λ2

1 + λ2
2

2
β̂0 +

λ2
1 − λ2

2

4

(
λ1
∂β̂0

∂λ1
− λ2

∂β̂0

∂λ2

)
+

− 1

λ2
1λ

2
2

[
λ2

1 + λ2
2

2
β̂1 +

λ2
1 − λ2

2

4

(
λ1
∂β̂1

∂λ1
− λ2

∂β̂1

∂λ2

)] (4.26b)

being
λ̇i = λiDii (4.27)

where index i is not summed. An alternative expression for the two incremental
moduli µ e µ∗, related to the existence of the deformation energy function, has
been proposed by Biot [2] (see Appendix A) in the form:

µ =
1

2

λ2
1 + λ2

2

λ2
1 − λ2

2

(
λ1
∂W

∂λ1
− λ2

∂W

∂λ2

)
(4.28a)

µ∗ =
1

4

(
λ1
∂W

∂λ1
+ λ2

∂W

∂λ2
+ λ2

1

∂2W

∂λ2
1

+ λ2
2

∂2W

∂λ2
2

− λ1λ2
∂2W

∂λ1∂λ2

)
(4.28b)

Plane strain incremental moduli

We want to apply equations (4.25) and (4.26) to the case of incremental plane
strain superimposed to a state of homogeneous plane strain. In the case of plane
strain, the principal stretch directed orthogonally out of the plane is always
unit. For instance, for an incompressible material, if λ1 = λ then we must
have λ2 = 1/λ. Consequently the left Cauchy-Green deformation tensor and its
inverse in the principal Eulerian reference system become

B = λ2e1 ⊗ e1 +
1

λ2
e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 (4.29a)

B−1 =
1

λ2
e1 ⊗ e1 + λ2e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 (4.29b)

A substitution of (4.29) into (4.18) leads to

∇
σ3i =

∇
σi3 = 0 (4.30)
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with i = 1, 2 and

∇
σ33 = −q̇ +

(
λ2 − 1

λ2

)[
∂β0

∂I1
+ 2

(
λ2 +

1

λ2

)
∂β0

∂I2
+
∂β1

∂I1
+

+ 2

(
λ2 +

1

λ2

)
∂β1

∂I2
(D11 −D22)

]
(4.31)

while the incremental moduli µ e µ∗ become functions of the invariants ofB

µ =
1

2

(
λ2 +

1

λ2

)
(β0 − β1) (4.32a)

µ∗ =
1

2

(
λ2 +

1

λ2

)
(β0 − β1) +

1

2

(
λ2 − 1

λ2

)2[
2

(
λ2 +

1

λ2

)
∂β0

∂I2
+

+
∂β0

∂I1
− ∂β1

∂I1
+ 2

(
λ2 +

1

λ2

)
∂β1

∂I2
(D11 −D22)

] (4.32b)

If we introduce the coefficients

β̃i(λ) = β̂i

(
λ,

1

λ

)
(4.33)

with i = 0, 1 and if we use the chain rule for differentiation, we obtain

λ
∂β̃i
∂λ

=
∂β̂i
∂λ1
− 1

λ

∂β̂i
∂λ2

(4.34)

Therefore, the incremental moduli, functions of the principal stretch, are equal
to

µ =
1

2

(
λ2 +

1

λ2

)(
β̃0 − β̃1

)
(4.35a)

µ∗ =
1

2

(
λ2 +

1

λ2

)(
β̃0 − β̃1

)
+
λ

4

(
λ2 − 1

λ2

)(
∂β̃0

∂λ
− ∂β̃1

∂λ

)
(4.35b)

80 Luca Prakash Argani



4.3 | INCREMENTAL CONSTITUTIVE EQUATIONS

The expressions of µ and µ∗ in terms of deformation energy W̆ (λ) are

µ =
λ

2

(
λ4 + 1

λ4 − 1

)
∂W̆

∂λ
(4.36a)

µ∗ =
λ

4

∂

∂λ

(
λ
∂W̆

∂λ

)
(4.36b)

4.3.2 Examples of incremental constitutive equations

Mooney-Rivlin material

For the Mooney-Rivlin [3] material we have

µ = µ∗ =
1

2

(
λ2

1 + λ2
2

)(
µ1 −

µ2

λ2
1λ

2
2

)
(4.37)

and, analogously,

µ = µ∗ =
1

2

(
λ4 + 1

λ2

)
(µ1 − µ2) (4.38)

for plane strain. Furthermore, we have

∇
σ33 = −q̇ (4.39)

Ogden material

For the Ogden [4] material the coefficients in the relations (4.24) can be
obtained from equation (3.237) in the form

µ =
1

2

λ2
1 + λ2

2

λ2
1 − λ2

2

N∑
i=1

µi
(
λαi1 − λ

αi
2

)
(4.40a)

µ∗ =
1

4

N∑
i=1

αiµi
(
λαi1 + λαi2

)
(4.40b)
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and, analogously,

µ =
1

2

λ4 + 1

λ4 − 1

N∑
i=1

µi

(
λ2αi − 1

λαi

)
(4.41a)

µ∗ =
1

4

N∑
i=1

αiµi

(
λ2αi + 1

λαi

)
(4.41b)

for plane stress. The unique component different from zero in the Jaumann
derivative of the Cauchy stress in the direction out of the plane is:

∇
σ33 =

N∑
i=1

[
µi

gi1(λ1, λ2) + gi2(λ1, λ2) + gi3(λ1, λ2)

(λ1 − λ2)
2

(λ1 + λ2) (λ2
1 − λ2

3)
2

(λ2
2 − λ2

3)
2 λ

αi+1
3

]
(4.42)

where the expressions of gij(λ1, λ2) are given by the following relations:

gi1(λ1, λ2) = λαi1 λ
2(αi+1)
2

(
λ2

1 − λ2
3

)2 [
λ1 (λ1 − λ2)

(
λ2

1 + λ2
3

)
×
[
αi
(
λ2

2 − λ2
3

)
− 2

(
λ2

2 + λ2
3

)]
− 2λ4

3

[(
λ2

1 + λ2
2

)
− λ3

(
1 + λ−6

3

)]]
(4.43)

for j = 1, while for j = 2

gi2(λ1, λ2) = (λ1 + λ2) (λ1 − λ2)
3
λ6

3

[
αi
(
λ2

1 − λ2
3

) (
λ2

2 − λ2
3

) (
1 + λ6

3

)
+

+ 2λ−1
3

[(
λ3

3 − 1
)

+ λ−9
3

(
λ3

3 + 1
)

+ λ−5
3

(
λ2

1 + λ2
2

)]]
(4.44)

and, finally, for j = 3

gi3(λ1, λ2) = λ
(1+2αi)
1 λαi2

(
λ2

2 − λ2
3

) [
2λ−4

1 λ−4
2 (λ1 − λ2)

2
+ αiλ2 (λ2 − λ1)

×
[(
λ2

3 − λ2
2

)
+
(
λ−2

1 − λ
−2
3

)
λ−2

3

]
+ 2λ2 (λ2 − λ1)

[(
λ2

1 + λ2
3

)
+
(
λ2

2 + λ2
3

)]
+

+ 2λ4
2

(
1− λ5

1λ2

)
+ 2λ−2

2

(
1− λ5

1λ
7
2

)]
(4.45)

in which, due to incompressibility constraint, we have

λ3 =
1

λ1λ2
(4.46)
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Hypoelastic material

If we identify T ∈ Sym with the Cauchy tensor σ and if we denote with (
3· )

the Eulerian objective derivative of T (assumed to be an isotropic function of T
andD), the representation

3
σ = −q̇I + γ1D + (γ2T ·D + γ3T

2 ·D)I + (γ4T ·D + γ5T
2 ·D)T+

+ (γ6T ·D + γ7T
2 ·D)T 2 + γ8(DT + TD) + γ9(DT 2 + T 2D) (4.47)

(where coefficients γi, con i = 1, . . . , 9, are polynomial functions of the invariants
of T ) describes an incompressible and hypoelastic material (Truesdell & Noll [20]).
However, even if T does not represent the Cauchy stress and coefficients γi
(per i = 1, . . . , 9) remain completely arbitrary (but independent from D), in a
principal reference system of T , assuming incremental plane strain, we obtain

∇
σi3 =

∇
σ3i = 0 (4.48)

for i = 1, 2, and

∇
σ33 = −q̇ + (T1 − T2)

[
γ2 + γ4T3 + γ6T

2
3 +

+ (T1 + T2)(γ3 + γ5T3 + γ7T
2
3 )
]
D11 (4.49)

where Ti (per i = 1, 2, 3) are the principal values of T , whereas
∇
σ12,

∇
σ21 and

∇
σ11 −

∇
σ22 are expressed by relation (4.24) with shear moduli taken equal to

µ =
1

2

[
γ1 + γ8(T1 + T2) + γ9(T 2

1 + T 2
2 )
]

(4.50)

and

µ∗ =
1

2

[
γ1 + (T1 − T2)2

[
γ4 + (T1 + T2)(γ5 + γ6) + (T1 + T2)2γ7

]
+

+ (T1 + T2) γ8 +
(
T 2

1 + T 2
2

)
γ9

]
(4.51)
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J2-deformation theory of plasticity: hyperelastic and hypoelastic approaches

Within the J2-deformation theory of plasticity, the coefficients of (4.24) can
be obtained from equation (3.243) in the form

µ =
1

3
Es(ε1 − ε2) coth(ε1 − ε2) (4.52a)

µ∗ =
1

9

Es

ε2
e

[
3(ε1 + ε2)2 +N(ε1 − ε2)2

]
(4.52b)

or

µ =
2

3
Es ε coth(2ε) (4.53a)

µ∗ =
1

3
EsN (4.53b)

for plane strain. The out-of-plane stress increment is

∇
σ33 = ˙̂p (4.54)

Differently from Hutchinson & Neale [17], Stören & Rice [28] presented the fol-
lowing hypoelastic law to describe elastoplastic materials subject to proportional
loads:

∇
S = 2h1D −

1−N
N

S · ∇σ
S · S

S (4.55)

where S = σ − trσ/3 is the deviatoric stress, N is the hardening parameter
and h1 is the modulus secant to the stress-strain curve. Equation (4.55) can be
rewritten as

∇
σ = ˙̂pI + 2h1

[
D − (1−N)

S ·D
S · S

S

]
(4.56)

where ˙̂p = tr σ̇/3. Equation (4.56) is a particular case of equation (4.47) and can
be solved through the system (4.24).

4.3.3 General form of the incremental constitutive equations
for incompressible plane strain

It is convenient to rewrite the Biot constitutive equation (4.24) as a function of
the material derivative of the nominal stress tensor t. The incremental nominal
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stress tensor is defined as ṫ = ṠT. Recalling the definition of the first Piola-
Kirchhoff tensor (S = JσF−T), we obtain

Ṡ = J̇σF−T + Jσ̇F−T + Jσ
(
F−T)· (4.57)

where (
F−T)· = −LTF−T (4.58)

Since we consider incompressible incremental deformations (namely, with J = 1

and J̇ = 0) and we assume the current configuration as the reference configura-
tion (meaning that F = I), the relation (4.57) becomes

Ṡ = σ̇ − σLT (4.59)

and, introducing the Jaumann derivative,

σ̇ =
∇
σ +Wσ − σW (4.60)

Therefore,
ṫ =

(∇
σ
)T − σTW −DσT (4.61)

where
σ = σiei ⊗ ei i = 1, 2, 3 (4.62)

in the principal reference system. Substituting equation (4.24) into (4.61) one
obtains

ṫ12 = (2µ− σ2)D12 − σ1W12 (4.63a)

ṫ21 = (2µ− σ1)D21 − σ2W21 (4.63b)

ṫ11− ṫ22 = 2µ∗(D11−D22)−D11σ1 +D22σ2 = (4µ∗− σ1− σ2)D11 (4.63c)

ṫi3 = ṫ3i = 0 (4.63d)

ṫ33 =
∇
σ3 = σ̇3 (4.63e)

Furthermore, from equation (4.59) we have

ṫ11 + ṫ22 = σ̇1 + σ̇2 − σ1D11 − σ2D22 = σ̇1 + σ̇2 + (σ2 − σ1)D11 (4.64)
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so that

ṫ11 = (2µ∗ − σ1)D11 +
σ̇1 + σ̇2

2
(4.65a)

ṫ22 = (2µ∗ − σ2)D22 +
σ̇1 + σ̇2

2
(4.65b)

Since L = D +W = gradv, the constitutive equations (4.24) become

ṫij = Kijkl vl,k + ṗδij = K̃ijkl vl,k + π̇δij (4.66a)

vi,i = 0 (4.66b)

where δij is the Kronecker delta, and

ṗ =
σ̇1 + σ̇2

2
(4.67a)

π̇ =
ṫ11 + ṫ22

2
= ṗ− σ1 − σ2

2
v1,1 (4.67b)

are the in-plane hydrostatic stresses related, respectively, to the Cauchy stresses
(Cauchy in-plane hydrostatic stress) and to nominal stresses (nominal in-plane
hydrostatic stress), vi are the velocity components and Kijkl represents the instan-
taneous moduli; in particular, Kijkl possesses the major symmetry

Kijkl = Kklij (4.68)

and the non null components of K are (Hill & Hutchinson [5])

K1111 = µ∗ −
σ

2
− p K1122 = K2211 = −µ∗

K2222 = µ∗ +
σ

2
− p K1221 = K2112 = µ− p

K1212 = µ+
σ

2
K2121 = µ− σ

2
(4.69)

where p and σ are defined as

p =
σ1 + σ2

2
(4.70a)

σ = σ1 − σ2 (4.70b)
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which represent, respectively, the principal and the deviatoric part of the pre-
stress. Note that the unique components of K̃ijkl different from Kijkl are

K̃1111 = K̃2222 = µ∗ − p (4.71)

so that even K̃ijkl possesses the major symmetry. Consequently, the components
of the material derivative of the nominal stress written explicitly are

ṫ11 =
(

2µ∗ −
σ

2
− p
)
v1,1 + ṗ (4.72a)

ṫ12 = (µ− p)v1,2 +
(
µ+

σ

2

)
v2,1 (4.72b)

ṫ21 = (µ− p)v2,1 +
(
µ− σ

2

)
v1,2 (4.72c)

ṫ22 =
(

2µ∗ +
σ

2
− p
)
v2,2 + ṗ (4.72d)

ṫi3 = ṫ3i = 0 (4.72e)

ṫ33 = σ̇3 (4.72f)

with i = 1, 2.

4.3.4 Incremental von Mises stress

The incremental von Mises stress svm is defined as

svm =

√
3

2

∇
S ·
∇
S (4.73)

where
∇
S =

∇
σ − 1

3

(
tr
∇
σ
)
I (4.74)

In fact
σ̇ = ṫ+Lσ (4.75)

and
∇
σ = ṫ+Dσ + σW (4.76)

in which the following incremental plane deformations are equal to zero

Di3 = D3i = Wi3 = W3i = 0 i = 1, 2, 3 (4.77)

Luca Prakash Argani 87



4 | INCREMENTAL DEFORMATIONS

while ṫ is given by equation (4.72). If we consider the case of plane strain,
for which σ3 = 0, the components of the incremental deviatoric stress in the
principal system of σ are:

∇
σ11 =

1

3

(
2ṫ11 + 2v1,1σ1 − ṫ22 − v2,2σ2 − ṫ33

)
(4.78a)

∇
σ12 = ṫ12 +

v1,2 + v2,1

2
σ2 +

v1,2 − v2,1

2
σ1 (4.78b)

∇
σ21 = ṫ21 +

v2,1 + v1,2

2
σ1 +

v2,1 − v1,2

2
σ2 (4.78c)

∇
σ22 =

1

3

(
2ṫ22 + 2v2,2σ2 − ṫ11 − v1,1σ1 − ṫ33

)
(4.78d)

∇
σ33 =

1

3

(
2σ̇3 − ṫ22 − ṫ11 + v2,2σ2

)
(4.78e)

∇
σ3i =

∇
σi3 = 0 (4.78f)

for i = 1, 2.

4.4 Uniqueness of the solution in incremental bound-
ary problems

Let us consider, ab absurdo, the existence of two solutions φ̇1 and φ̇2 of the
incremental boundary problem described in Section 4.2.1. Let Ṡ1 and Ṡ2 be the
corresponding stresses. If ∆(·) = (·)1 − (·)2 defines the difference between the
fields, we have 

div
(
∆Ṡ
)

= 0

∆φ̇ = 0 on ∂Bx0(
∆Ṡ
)
n0 = 0 on ∂Bs0

(4.79)

in which the body forces are considered independent from φ̇. On application of
the divergence theorem (2.77), we obtain∫

∂B0

(
∆Ṡ
)T
n0 ·∆φ̇dS0 =

∫
B0

div
(
∆Ṡ∆φ̇

)
dV0 = 0 (4.80)
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and, using equation (2.76e), we have∫
B0

(
∆Ṡ
)
·Grad

(
∆φ̇
)

dV0 +

∫
B0

∆φ̇ · div
(
∆Ṡ
)

dV0 = 0 (4.81)

from which, being the second integral equal to zero, a sufficient condition
proving the uniqueness of the incremental problem is∫

B0

(
∆Ṡ
)
·
(
∆Ḟ

)
dV0 > 0 (4.82)

for every pairs of incremental displacement fields compatible with the fifth
relation of the system (4.8).

Let us consider now a deformation path governed by a load parameter,
which starts from a configuration in which the uniqueness condition (4.82) is
verified, and let assume ∫

B0

(
∆Ṡ
)
·
(
∆Ḟ

)
dV0 = 0 (4.83)

for some φ̇ 6= 0. This means that we found a bifurcation point or a limit load
point. φ̇ is called eigenmode, while the critic configuration is a primary eigenstate
and represents a bifurcation point on the deformation path.
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Chapter 5
TWO-DIMENSIONAL GREEN’S

FUNCTIONS

Within a plane strain Biot constitutive framework, the Green’s functions
set is derived for the incremental displacements and mean stress fields
for the problem of a concentrated force acting on a point belonging to an
infinite, incremental, non-linear elastic, medium in presence of prestress. In
a first step, the load configuration is considered static, and then the problem
is solved for the dynamic case.

T
HE DETERMINATION of Green’s functions and related integral repre-
sentations of elastic states are classical problems in the linear theory
of elasticity. In this Chapter we extend this theory to the case of non-
linear incompressible elasticity, and within this framework, we con-

sider an infinite body subject to a plane and homogeneous deformation [1]. We
assume that the material obeys the constitutive framework of Biot [2] through
two incremental shear moduli, that are functions of the in-plane stretches. At a
generic stage of the deformation path, when the material is still in the elliptic
range, an incremental point load is acting at an arbitrary location in the body,
remaining in a plane strain condition. A detailed analysis of the characteris-
tic equation associated to the equilibrium equations is provided in order to
determine the regime classification.

The problem is solved in terms of incremental displacement and mean
stress fields, and the nominal stress rate distribution is obtained; therefore, we
provide the Green’s function set for an infinite, non-linear elastic, incompressible
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material. The singular solutions are treated through the plane-wave expansion
method in the stream function formulation of Hill & Hutchinson [5] and have
been obtained in a closed form. These solutions can be used to analyze the effect
of a perturbation superimposed to a given homogeneous strain of an elastic
medium; in particular, we can quantify the decay rate of self-equilibrated loads
in a homogeneously stretched elastic solid. We can build many self-equilibrated
load conditions by superimposing the solution for the concentrated force; the
simplest system corresponds to the concentrated force dipole. We will show
that, approaching the elliptic regime boundary, the incremental solution tends
to self-organize along well defined shear band patterns.

The infinite-body Green’s function is used to obtain a boundary integral
formulation for the incremental displacement and mean stress fields, which
constitute a rigorous approach to boundary element techniques in finite strain
elasticity [29, 30]. Furthermore, we consider also the possibility that the con-
centrated load be dynamic; in particular we extend the above solutions to the
case of dynamic, time-harmonic incremental loading [9, 10]. The Green’s func-
tions set is derived and generalized to this new condition and the solutions are
decoupled in quasi-static and dynamic terms.

5.1 Constitutive equations

We consider an hyperelastic, incompressible, initially isotropic body subject
to an homogeneous plane strain [1]. The most general constitutive equation
is given by Biot [2] and can be expressed in the principal reference system of
the Cauchy stress. Using the Lagrangian formulation of the field equations
in the current configuration, the relation between the material derivative of
the nominal stress tij with respect to time and the velocity gradient vi,j can be
written as

ṫij = Kijkl vl,k + ṗδij (5.1)

where ṗ is the hydrostatic in-plane stress-rate (or in-plane mean stress), δij is the
Kronecker delta, and Kijkl are the instantaneous moduli. As we have seen in
Section 4.3.3, we observe that K possesses the major symmetry and is a function
of the principal components σ1, σ2 of the Cauchy stress and of the incremental
shear moduli µ and µ∗, where µ is the shear modulus corresponding to a shear
parallel to the principal stress axes, while µ∗ the shear modulus corresponding
to a shear inclined at π/4 with respect to these axes. The non null components
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of K are given by (4.69) while the incompressibility constraint becomes:

vi,i = 0 (5.2)

namely, the velocity field vi is solenoidal. Equations (5.1) and (5.2) are general
and include Mooney-Rivlin and Ogden materials, as well as elastoplastic mate-
rials following the J2-deformation theory. In particular, for the Mooney-Rivlin
material we have:

σ = µ0

(
λ2 − λ−2

)
(5.3a)

µ∗ = µ =
µ0

2

(
λ2 + λ−2

)
(5.3b)

where µ0 is the ground-state shear modulus and λ is the maximum current stretch
with the constraint λ > 1. These two equations can be rewritten in a more
general form that includes Ogden material:

σ =

N∑
i=1

µi
(
λβi − λ−βi

)
(5.4a)

µ∗ =
1

4

N∑
i=1

µiβi
(
λβi + λ−βi

)
(5.4b)

µ =
1

2

λ4 + 1

λ4 − 1

N∑
i=1

µi
(
λβi − λ−βi

)
(5.4c)

where µi and βi are material parameters.

Equations (5.1) and (5.2) hold, in general, for anisotropic materials, which
include the cases of initially orthotropic materials with respect to the principal
directions x1 and x2 and the case of hyperelastic materials (that admit an elastic
potential).

Equation (5.1) is written in the principal reference system of the Cauchy
stress using a Lagrangian formulation (current state) and can be rewritten in the
normal version (Bigoni et al. [10, 29]) as:

ṫij = K̃ijkl vl,k + π̇δij (5.5)

where π is the nominal in-plane hydrostatic stress defined by (4.67b), which can be
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rewritten as
π̇ = ṗ− σ

2
v1,1 (5.6)

5.2 Forces acting on the system

Two types of force systems can be considered, the dynamic and the static
system; in both cases we consider incremental forces.

In the case of dynamic forces, we consider the incremental dynamic body
forces ḟi, the mass density ρ, and the dependence of time00. For the time
harmonic functions of time and space we have the following relations:

f(x, t) = f̂(x)e− i Ωt (5.7a)

vj(x, t) = v̂j(x)e− i Ωt (5.7b)

where Ω is the circular frequency. In the hypothesis of time harmonic motion,
every field can be expressed in the form given by (5.7a) and (5.7b).

In the case of static forces, we consider an incremental force acting on the
point x = 0 and with components ḟ1 and ḟ2 along the principal stress axes;
the force system is composed by a load line extending orthogonally to the
deformation plane. The incremental concentrated force can be expressed as

ḟ = ḟjδ(x) (5.8)

where δ(x) is the two-dimensional Dirac delta and x describes the generic
material point.

5.3 Incremental equilibrium equations

We refer to the case of incompressible, anisotropic and prestressed elasticity,
for which the most general equilibrium equations are:

ṫij,i + ḟjδ(x) = ρvj,tt (5.9)
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For time harmonic functions we have

vj,t =
∂

∂t

[
v̂j(x)e− i Ωt

]
= − i Ωv̂j(x)e− i Ωt (5.10a)

vj,tt =
∂

∂t

[
− i Ωv̂j(x)e− i Ωt

]
= i2 Ω2 v̂j(x)e− i Ωt︸ ︷︷ ︸

=vj(x,t)

= −Ω2vj (5.10b)

so that equilibrium equations become:

ṫij,i + ḟj = −ρΩ2vj (5.11)

Now we proceed with the evaluation of the nominal stress. The expressions
of tij must be expanded using equation (5.1) and substituting the values of K
defined by (4.69), and we obtain

vl,k =

[
v1,1 v1,2

v2,1 v2,2

]
(5.12)

and

K =


K1111 K1112 K1211 K1212

K1121 K1122 K1221 K1222

K2111 K2112 K2211 K2212

K2121 K2122 K2221 K2222

 (5.13)

or, substituting the values of the components,

K =


µ∗ −

σ

2
− p 0 0 µ+

σ

2
0 −µ∗ µ− p 0

0 µ− p −µ∗ 0

µ− σ

2
0 0 µ∗ +

σ

2
− p

 (5.14)

After some calculations we arrive at these four equations:

ṫ11 = K1111v1,1 +K1112v2,1 +K1121v1,2 +K1122v2,2 + ṗ (5.15a)

ṫ12 = K1211v1,1 +K1212v2,1 +K1221v1,2 +K1222v2,2 (5.15b)

ṫ21 = K2111v1,1 +K2112v2,1 +K2121v1,2 +K2122v2,2 (5.15c)

ṫ22 = K2211v1,1 +K2212v2,1 +K2221v1,2 +K2222v2,2 + ṗ (5.15d)
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from which

ṫ11 =
(
µ∗ −

σ

2
− p
)
v1,1 − µ∗v2,2 + ṗ (5.16a)

ṫ12 =
(
µ+

σ

2

)
v2,1 + (µ− p) v1,2 (5.16b)

ṫ21 = (µ− p) v2,1 +
(
µ+

σ

2

)
v1,2 (5.16c)

ṫ22 = −µ∗v1,1 +
(
µ∗ +

σ

2
− p
)
v2,2 + ṗ (5.16d)

But from the incompressibility constraint (5.2), namely vi,i = 0, we have

v2,2 = −v1,1 (5.17a)

v1,1 = −v2,2 (5.17b)

A substitution of the above relations into (5.16) yields:

ṫ11 =
(
µ∗ −

σ

2
− p
)
v1,1 + µ∗v2,2 + ṗ =

(
2µ∗ − p−

σ

2

)
v1,1 + ṗ (5.18a)

ṫ22 = µ∗v1,1 +
(
µ∗ +

σ

2
− p
)
v2,2 + ṗ =

(
2µ∗ − p+

σ

2

)
v2,2 + ṗ (5.18b)

It is possible to introduce dimensionless parameters of material anisotropy
(ξ) and prestress (η, κ), defined as 1 :

ξ =
µ∗
µ

(5.19a)

η =
p

µ
=
σ1 + σ2

2µ
(5.19b)

κ =
σ

2µ
=
σ1 − σ2

2µ
(5.19c)

1 Sometimes the prestress parameter η is denoted with letter χ (for instance, see Bigoni &
Capuani [1]).
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with which equations (5.16) and (5.18) can be rewritten as

ṫ11 = µ (2ξ − κ− η) v1,1 + ṗ (5.20a)

ṫ12 = µ [(1 + κ) v2,1 + (1− η) v1,2] (5.20b)

ṫ21 = µ [(1− η) v2,1 + (1− κ) v1,2] (5.20c)

ṫ22 = µ (2ξ + κ− η) v2,2 + ṗ (5.20d)

The equilibrium equations require the calculation of ṫij,i, that yields:

ṫij,i =

[
ṫ11,1 + ṫ21,2

ṫ12,1 + ṫ22,2

]
(5.21)

so that

ṫi1,i = (2µ∗− p)v1,11 −
σ

2
v1,11 + (µ− p)v2,12 +

(
µ− σ

2

)
v1,22 + ṗ,1 (5.22a)

ṫi2,i = (2µ∗− p)v2,22 +
σ

2
v2,22 + (µ− p)v1,12 +

(
µ+

σ

2

)
v2,11 + ṗ,2 (5.22b)

but, due to incompressibility constraint (v2,2 = −v1,1) and taking into account
equation (5.6), we have the following relations:

ṗ,1 −
σ

2
v1,11 =

(
ṗ− σ1 − σ2

2
v1,1

)
,1

= π̇,1 (5.23a)

ṗ,2 +
σ

2
v2,22 =

(
ṗ− σ1 − σ2

2
v1,1

)
,2

= π̇,2 (5.23b)

The general equilibrium equations become:

(2µ∗ − p)v1,11 + (µ− p)v2,12 +
(
µ− σ

2

)
v1,22 + ḟ1δ(x) = −π̇,1+

−ρΩ2v1 (5.24a)

(2µ∗ − p)v2,22 + (µ− p)v1,12 +
(
µ+

σ

2

)
v2,11 + ḟ2δ(x) = −π̇,1+

−ρΩ2v2 (5.24b)

and now, due to the time-harmonic assumption, these are function only of the
spatial variable. From the above relations we can obtain two further equations.
If we differentiate equation (5.24a) with respect to x2 and (5.24b) with respect
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to x1:

(2µ∗ − p)v1,112 + (µ− p)v2,212 +
(
µ− σ

2

)
v1,222 + ḟ1δ,2(x)+

+π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.25a)

(2µ∗ − p)v2,212 + (µ− p)v1,112 +
(
µ+

σ

2

)
v2,111 + ḟ2δ,1(x)+

+π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.25b)

but
v2,212 = (v2,2),12 = (−v1,1),12 = −v1,112 (5.26)

so that

(2µ∗ − p)v1,112 − (µ− p)v1,112 +
(
µ− σ

2

)
v1,222 + ḟ1δ,2(x)+

+π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.27a)

−(2µ∗ − p)v1,112 + (µ− p)v1,112 +
(
µ+

σ

2

)
v2,111 + ḟ2δ,1(x)+

+π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.27b)

and a simplification yields

(2µ∗ − µ)v1,112 +
(
µ− σ

2

)
v1,222 + ḟ1δ,2(x) + π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.28a)

−(2µ∗ − µ)v1,112 +
(
µ+

σ

2

)
v2,111 + ḟ2δ,1(x) + π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.28b)

If we subtract equation (5.28b) to (5.28a) we obtain:

−
(
µ+

σ

2

)
v2,111 + 2(2µ∗ − µ)v1,112 +

(
µ− σ

2

)
v1,222+

+ ḟ1δ,2(x)− ḟ2δ,1(x) = ρΩ2 (v2,1 − v1,2) (5.29)

If we differentiate equation (5.24a) with respect to x1 and (5.24b) with respect
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to x2:

(2µ∗ − p)v1,111 + (µ− p)v2,211 +
(
µ− σ

2

)
v1,122 + ḟ1δ,1(x)+

+π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.30a)

(2µ∗ − p)v2,222 + (µ− p)v1,122 +
(
µ+

σ

2

)
v2,211 + ḟ2δ,2(x)+

+π̇,22 + ρΩ2v2,2 = 0 (5.30b)

but

v2,211 = (v2,2),11 = (−v1,1),11 = −v1,111 (5.31a)

v1,122 = (v1,1),22 = (−v2,2),22 = −v2,222 (5.31b)

so that

(2µ∗ − p)v1,111 − (µ− p)v1,111 −
(
µ− σ

2

)
v2,222 + ḟ1δ,1(x)+

+π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.32a)

(2µ∗ − p)v2,222 − (µ− p)v2,222 −
(
µ+

σ

2

)
v1,111 + ḟ2δ,2(x)+

+π̇,22 − ρΩ2v2,2 = 0 (5.32b)

and a simplification yields

(2µ∗ − µ)v1,111 −
(
µ− σ

2

)
v2,222 + ḟ1δ,1(x) + π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.33a)

(2µ∗ − µ)v2,222 −
(
µ+

σ

2

)
v1,111 + ḟ2δ,2(x) + π̇,22 − ρΩ2v2,2 = 0 (5.33b)

A summation of equations (5.33a) and (5.33b) yields:(
2µ∗ − 2µ− σ

2

)
v1,111 +

(
2µ∗ − 2µ+

σ

2

)
v2,222 + ḟ1δ,1(x) + ḟ2δ,2(x)+

+ π̇,11 + π̇,22 = 0 (5.34)
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and if we isolate the incremental in-plane hydrostatic nominal stress:

π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (v1,111 + v2,222) +
σ

2
(v1,111 − v2,222) +

− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) (5.35)

We introduce now the stream function ψ(x1, x2) that defines a solenoidal, but
arbitrary, velocity field such that

v1 = ψ,2 (5.36a)

v2 = −ψ,1 (5.36b)

and we rewrite equations (5.29) and (5.35), thus obtaining the following equilib-
rium equation system:

(
µ+

σ

2

)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +

(
µ− σ

2

)
ψ,2222 = ḟ2δ,1(x)+

−ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22)

π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (ψ,2111 − ψ,1222) +
σ

2
(ψ,2111 + ψ,1222)+

−ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x)

(5.37)

Note that if σ = 0 and µ∗ = µ the first equation of (5.37) becomes:

µψ,1111 + 2µψ,1122 + µψ,2222 = ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) (5.38)

that is formally identical to the Navier-Stokes equation for incompressible plane
viscous flow.

5.4 Standard regime classification

The first equation of (5.37) yields the regime classification, which is based on
its characteristic associated equation [9]. The homogeneous associated equation
of (5.37) is: (

µ+
σ

2

)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +

(
µ− σ

2

)
ψ,2222 = 0 (5.39)
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and, dividing by µψ,2222,

µψ,2222

[(
1 +

σ

2µ

)
ψ,1111

ψ,2222
+ 2

(
2µ∗
µ
− 1

)
ψ,1122

ψ,2222
+

(
1− σ

2µ

)]
= 0 (5.40)

We introduce the prestress parameter2

σ

2µ
= κ (5.41)

and we assume, without any loss of generality, κ ≥ 0 since it is sufficient to
choose the axes 1 and 2 in appropriate manner.

Assuming that the solution has the following structure:

ψ(x1, x2) = Aeω·x (5.42)

where A ∈ R, ω ∈ C2, and x ∈ R2, we can calculate the derivatives of this
solution:

ψ,1 = ω1Ae
ω·x (5.43a)

ψ,2 = ω2Ae
ω·x (5.43b)

so that the fourth order derivatives can be expressed as:

ψ,1111 = ω4
1Ae

ω·x (5.44a)

ψ,2222 = ω4
2Ae

ω·x (5.44b)

ψ,1122 = ω2
1ω

2
2Ae

ω·x (5.44c)

and if we substitute these relations in (5.40), we obtain:

µω4
2

[
(1 + κ)

ω4
1

ω4
2

+ 2

(
2µ∗
µ
− 1

)
ω2

1

ω2
2

+ (1− κ)

]
= 0 (5.45)

2 See equation (5.19c). Furthermore, the following relation may apply:

κ =
λ2

1 − λ2
2

λ2
1 + λ2

2

where λ1,λ2 are the in-plane prestretches; however, this expression holds only if an elastic potential
exists.
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Figure 5.1: Regime classification in the plane of parameters κ = (T1 − T2)/(2µ) and ξ = µ∗/µ.

which is the most suitable formulation of the characteristic equation associated
to (5.37) that can be used for the regime classification. We consider (5.45) as a
quadratic equation with the unknown ω2

1/ω
2
2 so that can be solved as follows:

(
ω2

1

ω2
2

)
1/2

=
1− 2µ∗

µ

1 + κ
± 1

1 + κ

√(
2µ∗
µ
− 1

)2

− (1 + κ)(1− κ) (5.46)

but the root of the discriminant is

√
∆ =

√
4
µ2
∗
µ2
− 4

µ∗
µ

+ 1− (1− κ2) =

√
κ2 − 4

µ∗
µ

+ 4
µ2
∗
µ2

(5.47)

so that the square of the solutions can be expressed as

(
ω2

1

ω2
2

)
1/2

=
1− 2µ∗

µ

1 + κ
± 1

1 + κ

√
κ2 − 4

µ∗
µ

+ 4
µ2
∗
µ2

(5.48)

and from these equations we can obtain the ratios ω1/ω2 by calculating the roots
±
√
ω2

1/ω
2
2 . It is suitable to write the above solutions in the following form:
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γ1 =
1− 2µ∗

µ

1 + κ
−
√

∆

1 + κ
(5.49a)

γ2 =
1− 2µ∗

µ

1 + κ
+

√
∆

1 + κ
(5.49b)

in order to rewrite equation (5.45), by exploiting the fundamental algebra theo-
rem, as the product:

µω4
2(1 + κ)

(
ω2

1

ω2
2

− γ1

)(
ω2

1

ω2
2

− γ2

)
= 0 (5.50)

Furthermore, from this equation, we define the operator L(ω) as:

L(ω) = µω4
2(1 + κ)

(
ω2

1

ω2
2

− γ1

)(
ω2

1

ω2
2

− γ2

)
(5.51)

that will be used in the following, in order to represent in a easy and compact
way the first member of the characteristic equation (5.45).

From the resolution method described above, we deduce that the possible
solutions of (5.45) are:

• 4 real solutions within the hyperbolic regime (H), namely γ1, γ2 ∈ R+ and
∆ > 0;

• 2 real solutions within the parabolic regime (P), namely γ1 = γ2 ∈ R+ and
∆ = 0;

• no real solutions within the elliptic regime (E), namely when κ < 1.

The elliptic regime (E) can be subdivided into:

• elliptic complex regime (EC), in which we have 2 conjugated pairs of
complex solutions ωi; from equation (5.50) we deduce that γ1, γ2 are con-
jugated pairs and ∆ < 0;

• elliptic imaginary regime (EI), in which we have 4 pure imaginary conju-
gated solutions ωi; from equation (5.50) we deduce that γ1, γ2 ∈ R− are
conjugated pairs and ∆ > 0.

There are two ways to exit from the elliptic regime (E):
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1. to cross the (EI)/(P) threshold, namely to pass from ∆ > 0 to ∆ = 0 and
from κ < 1 to κ > 1; if κ = 1 we have:

√
∆ =

√
1− 4

µ∗
µ

+ 4
µ2
∗
µ2

=

√(
1− 2µ∗

µ

)2

= 1− 2µ∗
µ

(5.52)

so that

γ1 = (1 + κ)−1

[
1− 2µ∗

µ
−
(

1− 2µ∗
µ

)]
= 0 (5.53a)

γ2 =
2

1 + κ

2µ∗
µ

(5.53b)

therefore, if we reach the (EI)/(P) threshold starting from (E), then ∆ > 0

e µ < 2µ∗, namely:
2µ∗
µ

> 1 (5.54)

2. to cross the (EC)/(H) threshold, namely to pass from ∆ < 0 to ∆ > 0 so
that ∆ = 0; obviously we have:

γ1 = γ2 =
1

1 + κ

2µ∗
µ

(5.55)

if we reach the (EC)/(H) starting from (E), then ∆ < 0 e µ > 2µ∗, namely:

2µ∗
µ

< 1 (5.56)

Now we can do some observations on the regime classification; for instance,
for the Mooney-Rivlin material we have µ = µ∗, so that

γ1/2 = − 1

1 + κ
± 1

1 + κ

√
κ2 − 4 + 4 =

−1± κ
1 + κ

(5.57)
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from which

γ1 = −1 (5.58a)

γ2 =
κ− 1

1 + κ
(5.58b)

Incompressible elastic materials, initially isotropic and subject to plane strain
deformations, can not enter in the parabolic regime (P), so that the threshold
(EI)/(P) can be reached only at the limit of infinite stretches. In this text we
assume to remain within the elliptic regime.

5.5 Velocity field for the static problem

We focus on the resolution of the static problem, so that the equilibrium
equation we are considering becomes:(

µ+
σ

2

)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +

(
µ− σ

2

)
ψ,2222 =

= ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x) (5.59)

which is obtained from the first of equation (5.37) by taking the dynamic term

− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) = −ρΩ2∇2ψ (5.60)

to be zero in the right-hand side. Since the problem is linear, the solution for a
concentrated force can be obtained from superposition of the solutions for two
forces, one acting on the x1 axis and one acting on the x2 axis. We consider here
a force ḟ with unit components such that ḟi = δig .

Introducing the linear differential operator L with constant coefficients:

L[ ] =
(
µ+

σ

2

) ∂4[ ]

∂x4
1

+ 2(2µ∗ − µ)
∂4[ ]

∂x2
1∂x

2
2

+
(
µ− σ

2

) ∂4[ ]

∂x4
2

(5.61)

or, taking into account the dimensionless prestress parameter κ,

L[ ] = µ(1 + κ)
∂4[ ]

∂x4
1

+ 2µ

(
2µ∗
µ
− 1

)
∂4[ ]

∂x2
1∂x

2
2

+ µ(1− κ)
∂4[ ]

∂x4
2

(5.62)
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we can write equation (5.59) as

Lψg +

(
δ1g

∂[ ]

∂x2
− δ2g

∂[ ]

∂x1

)
δ(x) = 0 (5.63)

The Green’s function is the general solution of the equilibrium equation for the
concentrated force. For the generic function h(x) the plane wave expansion
yields:

h(x) = − 1

4π2

∮
|ω|=1

h̃(ω · x) dω (5.64)

In the transformed domain we have

h̃(ω · x) =
1

(ω · x)2
(5.65)

which is a derivative with respect to (ω · x), so that

δ(x) = − 1

4π2

∮
|ω|=1

δ̃(ω · x) dω = − 1

4π2

∮
|ω|=1

dω

(ω · x)2
(5.66)

and in the above relation we must calculate δ,1 and δ,2:

δ̃,1 =
∂

∂x1
δ̃(ω · x) =

∂

∂x1

[
1

(ω · x)2

]
=
−2(ω · x)

(ω · x)4
ω1 =

−2ω1

(ω · x)3
(5.67a)

δ̃,2 =
∂

∂x2
δ̃(ω · x) =

∂

∂x2

[
1

(ω · x)2

]
=
−2(ω · x)

(ω · x)4
ω2 =

−2ω2

(ω · x)3
(5.67b)

Using plane wave expansion, equation (5.59) becomes:

Lψ̃g(ω · x) =
2(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)3
(5.68)

where:
ψg(x) = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ψ̃g(ω · x) dω (5.69)

Taking into account the chain rule for differentiation:[
ψ̃g(ω · x)

]
,k

= ψ̃g,(ω·x)(ω · x),k = ψ̃g,(ω·x)ω,k = ω,k
(
ψ̃g
)′

(5.70)
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where ψ̃g,(ω·x) =
(
ψ̃g
)′

. Now equation (5.59) can be rewritten as:

L(ω)
(
ψ̃g
)′′′′

=
2(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)3
(5.71)

where the operator L(ω) is given by (5.51) and, if we remain within the elliptic
regime, we have:

L(ω) = µω4
2(1 + κ)

(
ω2

1

ω2
2

− γ1

)(
ω2

1

ω2
2

− γ2

)
> 0 in (E) (5.72)

Equation (5.71) can be directly integrated in order to calculate ψ̃g :

(
ψ̃g
)′′′′

=
2(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)

1

(ω · x)3
(5.73)

but, taking into account that:∫
1

(ω · x)3
d(ω · x) = −1

2

1

(ω · x)2
(5.74a)

− 1

2

∫
1

(ω · x)2
d(ω · x) =

1

2

1

(ω · x)
(5.74b)

1

2

∫
1

(ω · x)
d(ω · x) =

1

2
ln|ω · x| − 1

2
ln|ω · x0| =

1

2
ln|ω · x̂| (5.74c)

1

2

∫
ln|ω · x̂|d(ω · x) =

1

2
(ω · x)

[
ln|ω · x̂| − 1

]
(5.74d)

and neglecting the integration constants, and introducing a dimensionless x̂,
namely:

x̂ =
x

|x0|
(5.75)

the solution of equation (5.71) is

ψ̃g =
(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
(ω · x)

[
ln|ω · x̂| − 1

]
(5.76)
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Figure 5.2: Reference system, vectors ω, x and angles θ and α.

The antitransform of (5.76) yields the Green’s stream function ψg

ψg = − 1

4π2

∮
|ω|=1

(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
(ω · x)

[
ln|ω · x̂| − 1

]
dω (5.77)

Taking into account the reference system illustrated in Figure 5.2, we want
to see in detail the terms involved in equation (5.77). The vectors ω, x and x̂
have, respectively, the following components:

ω = { cos(α+ θ) , sin(α+ θ) } (5.78a)

x = { r cos θ , r sin θ } (5.78b)

x̂ = { cos θ , sin θ } (5.78c)

Now the terms involved in (5.77) can be expressed as

ω · x = cos(α+ θ)r cos θ + sin(α+ θ)r sin θ =

= (cosα cos θ − sinα sin θ)r cos θ + (sinα cos θ − cosα sin θ)r sin θ =

= r cosα cos2 θ + r cosα sin2 θ = r cosα (5.79)

and, analogously,
ω · x̂ = cosα (5.80)
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and also

L(ω) = µω4
2(1 + κ)

(
ω2

1

ω2
2

− γ1

)(
ω2

1

ω2
2

− γ2

)
=

= µ(1 + κ) sin4(α+ θ)
[
cot2(α+ θ)− γ1

] [
cot2(α+ θ)− γ2

]
=

= µ(1 + κ)Λ(α+ θ) (5.81)

where:

Λ(α+ θ) = sin4(α+ θ)
[
cot2(α+ θ)− γ1

] [
cot2(α+ θ)− γ2

]
(5.82)

Furthermore,

δ1gω2 − δ2gω1 = δ1g sin(α+ θ)− δ2g cos(α+ θ) =

= sin
[
α+ θ + (1− g)

π

2

]
(5.83)

being
sin
(
γ − π

2

)
= cos γ (5.84)

If we assume that ∮
|ω|=1

dω =

∫ 2π

0

dα (5.85)

equation (5.77) can be rewritten as:

ψg = − 1

4π2

∫ 2π

0

sin
[
α+ θ + (1− g)π2

]
r cosα

[
ln|cosα| − 1

]
µ(1 + κ)Λ(α+ θ)

dα (5.86)

namely

ψg = − r

4π2µ(1 + κ)

×
∫ 2π

0

cosα sin
[
α+ θ + (1− g)π2

] [
ln|cosα| − 1

]
Λ(α+ θ)

dα (5.87)

The Green tensor for the infinite body represents the velocity field associated
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to the stream function (5.77); if we define

v1 = ψ,2 (5.88a)

v2 = −ψ,1 (5.88b)

we have

vg1 = ψg,2 (5.89a)

vg2 = −ψg,1 (5.89b)

Inserting the last two equations in (5.77), we can observe that v2
1 = v1

2 , but this
is simply a consequence of the major symmetry of Kijkl.

We show now in detail how the velocity can be calculated:

vg1 = ψg,2 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

[
(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
(ω · x)

[
ln|ω · x̂| − 1

]]
,2

dω (5.90)

namely

vg1 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)

[
(ω · x),2

[
ln|ω · x̂| − 1

]
+

+ (ω · x)
[
ln|ω · x̂| − 1

]
,2

]
dω (5.91)

but it is clear that

(ω · x),2 = ω2 (5.92a)[
ln|ω · x̂| − 1

]
,2

=
1

(ω · x)
ω2 (5.92b)

and therefore, substituting these terms, we obtain:

vg1 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)

[
ω2 ln|ω · x̂| − ω2+

+ (ω · x)
ω2

(ω · x)

]
dω (5.93)
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A simplification yields the expression for the first component of the velocity:

vg1 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ω2(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.94)

In the same way, being

(ω · x),1 = ω1 (5.95a)[
ln|ω · x̂| − 1

]
,1

=
1

(ω · x)
ω1 (5.95b)

we obtain the expression for the second component of the velocity:

vg2 =
1

4π2

∮
|ω|=1

ω1(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.96)

Equations (5.94) and (5.96) can be rewritten in a more compact form as follows:

vgi = − 1

4π2

∮
|ω|=1

(δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.97)

and if we assume

ṽgi (ω · x) = (δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
ln|ω · x̂| (5.98)

we obtain
vgi = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ṽgi (ω · x) dω (5.99)

A substitution of the expression for (δ1gω2 − δ2gω1) and for L(ω) yields the
following expression for the velocity:

vgm = − r

4π2

∫ 2π

0

sin
[
α+ θ + (1−m)

π

2

]
sin
[
α+ θ + (1− g)

π

2

]
× ln|cosα|
µ(1 + κ)Λ(α+ θ)

dα (5.100)
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and, taking into account that

sin
[
α+ θ + (1− g)

π

2

]
= cos

[
α+ θ + (2− g)

π

2

]
(5.101)

we obtain the general expression for the velocity field:

vgm = − 1

4π2µ(1 + κ)

∫ 2π

0

(δ1iω2 − δ2iω1)(δ1gω2 − δ2gω1)

Λ(α+ θ)
ln|cosα|dα (5.102)

In the limit case of infinitesimal (κ = 0) and isotropic (µ = µ∗, γ1 = γ2 = −1)
elasticity, equation (5.102) yields the well-known Green’s functions for Stokes
flow (see Ladyzhenskaya [31, Sezione 3.4]):

v1
1 =

1

8πµ(1− ν)

[
(4ν − 3) ln r + cos2 θ

]
(5.103a)

v2
2 =

1

8πµ(1− ν)

[
(4ν − 3) ln r + sin2 θ

]
(5.103b)

v2
1 = v1

2 =
1

8πµ(1− ν)
sin θ cos θ (5.103c)

for the compressible material, while for the incompressible one we have:

vmm = − 1

4πµ
ln r̂ +

3− 2m

8πµ
cos(2θ) (5.104a)

v2
1 = v1

2 = − 1

4πµ
sin θ cos θ = − 1

8πµ
sin(2θ) (5.104b)

where ν is the Poisson ratio and µ is the shear modulus.

5.6 Velocity field for the dynamic problem

Now we focus on the dynamic part of the problem; the equilibrium equation
we are considering is the first of (5.37), namely:(

µ+
σ

2

)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +

(
µ− σ

2

)
ψ,2222 =

= ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) (5.105)
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We follow the same procedure described in the previous Section, which means
to rewrite equation (5.105) by introducing the operator L, and using the plane
wave expansion allows us to write:

L(ω)
(
ψ̃g
)′′′′

+ ρΩ2
(
ψ̃g
)′′

=
2(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)3
(5.106)

If we divide the above expression by L(ω) we obtain the equation governing
the dynamic problem in the canonical form:

(
ψ̃g
)′′′′

+
ρΩ2

L(ω)

(
ψ̃g
)′′

=
2(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)(ω · x)3
(5.107)

and we note that the velocity of a transverse plane wave propagating in the
direction defined by the unit vector ω is:√

L(ω)

ρ
(5.108)

The characteristic equation associated to (5.107) is:

λ4 + η2λ2 = R(ω · x) (5.109)

where

η2 = Ω

√
ρ

L(ω)
(5.110)

is the wave number in the direction ω.

We integrate equation (5.107) with respect to the variableω ·x and we exploit
the parameter variation method. The associated characteristic equation yields
the homogeneous solution:

λ4 + η2λ2 = λ2
(
λ2 + η2

)
= 0 (5.111)
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from which we obtain the following four solutions:

λ1 = 0 (5.112a)

λ2 = 0 (5.112b)

λ3 = − i η (5.112c)

λ4 = i η (5.112d)

that allows us to generate the following solution functions:

ψ̃gom,1 = e0·(ω·x) = 1 (5.113a)

ψ̃gom,2 = (ω · x)e0·(ω·x) = ω · x (5.113b)

ψ̃gom,3 = e− i η(ω·x) (5.113c)

ψ̃gom,4 = ei η(ω·x) (5.113d)

Since the sum of solutions is a solution, the homogeneous solution can be
expressed as

ψ̃gom = A1 +A2(ω · x) +A3e
− i η(ω·x) +A4e

i η(ω·x) (5.114)

and we are looking for a particular solution of the form:

ψ̃gp = B1 +B2(ω · x) +B3e
− i η(ω·x) +B4e

i η(ω·x) (5.115)

where B1, B2, B3, B4 are unknown functions of (ω ·x) that must be determined.
For simplicity, we write

R(ω · x) =
2(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)(ω · x)3
=

β

(ω · x)3
(5.116)

where

β =
2(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)
(5.117)

When using the variation of constants method, the following system must
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be solved in order to determinate the constants B1, B2, B3, B4:
B
′

1ψ̃
g
om,1 +B

′

2ψ̃
g
om,2 +B

′

3ψ̃
g
om,3 +B

′

4ψ̃
g
om,4 = 0

B
′

1

(
ψ̃gom,1

)′
+B

′

2

(
ψ̃gom,2

)′
+B

′

3

(
ψ̃gom,3

)′
+B

′

4

(
ψ̃gom,4

)′
= 0

B
′

1

(
ψ̃gom,1

)′′
+B

′

2

(
ψ̃gom,2

)′′
+B

′

3

(
ψ̃gom,3

)′′
+B

′

4

(
ψ̃gom,4

)′′
= 0

B
′

1

(
ψ̃gom,1

)′′′
+B

′

2

(
ψ̃gom,2

)′′′
+B

′

3

(
ψ̃gom,3

)′′′
+B

′

4

(
ψ̃gom,4

)′′′
= R(ω · x)

(5.118)
where the apostrophe denotes the derivative with respect to the argument (ω ·x).
If we substitute in this system the preceding functions, we obtain:

B
′

1 + (ω · x)B
′

2 +B
′

3e
− i η(ω·x) +B

′

4e
i η(ω·x) = 0

0 +B
′

2 − i ηB
′

3e
− i η(ω·x) + i ηB

′

4e
i η(ω·x) = 0

0 + 0− η2B
′

3e
− i η(ω·x) − η2B

′

4e
i η(ω·x) = 0

0 + 0 + i η3B
′

3e
− i η(ω·x) − i η3B

′

4e
i η(ω·x) = R(ω · x)

(5.119)

From the third equation of the above system we have:

B
′

3e
− i η(ω·x) +B

′

4e
i η(ω·x) = 0 −→ B

′

3 = −B
′

4e
2 i η(ω·x) (5.120)

From the second, taking into account the previous relation,

B
′

2 + i ηB
′

4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x) + i ηB

′

4e
i η(ω·x) = 0 (5.121)

from which

B
′

2 + 2 i ηB
′

4e
i η(ω·x) = 0 −→ B

′

2 = −2 i ηB
′

4e
i η(ω·x) (5.122)

A substitution of the values of B
′

2 and B
′

3 into the first equation of (5.119) yields:

B
′

1 − 2 i η(ω · x)B
′

4e
i η(ω·x) −B

′

4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x) +B

′

4e
i η(ω·x) = 0 (5.123)

from which
B
′

1 = 2 i η(ω · x)B
′

4e
i η(ω·x) (5.124)

Now is possible to rewrite the fourth equation of (5.119) as a function of the
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constant B
′

4:

− i η3B
′

4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x − i η3B

′

4e
i η(ω·x) = R(ω · x) (5.125)

from which

− 2 i η3B
′

4e
i η(ω·x) = R(ω · x) −→ B

′

4 =
iR(ω · x)

2η3ei η(ω·x)
(5.126)

namely

B
′

4 =
i(δ1gω2 − δ2gω1)

η3L(ω)(ω · x)3
e− i η(ω·x) =

iβ

2η3

1

(ω · x)3
e− i η(ω·x) (5.127)

An integration of the above equation yields the constant B4:

B4 =
iβ

2η3

∫
1

(ω · x)3
e− i η(ω·x) d(ω · x) =

iβ

2η3
I1 (5.128)

where the integral I1 is calculated by parts as follows:

I1 =

∫
1

(ω · x)3
e− i η(ω·x) d(ω · x) =

=
−1

2(ω · x)2
e− i η(ω·x) −

∫
−1

2(ω · x)2
(− i η)e− i η(ω·x) d(ω · x) =

=
−e− i η(ω·x)

2(ω · x)2
− i η

2

[
−e− i η(ω·x)

(ω · x)
−
∫
−1(− i η)

(ω · x)
e− i η(ω·x) d(ω · x)

]
(5.129)

and collecting some terms

I1 =

[
−1

2(ω · x)2
+

i η

2(ω · x)

]
e− i η(ω·x)+

+

(
− i η

2

)
(−1)(−1)(− i η)

∫
e− i η(ω·x)

(ω · x)
d(ω · x) (5.130)

The last integral of the above relation can not be analytically solved, so that we
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exploit the special functions as follows:

I1 =
1

2

[
−1

(ω · x)2
+

i η

(ω · x)

]
e− i η(ω·x) − 1

2
η2

∫
e− i η(ω·x)

(ω · x)
d(ω · x)︸ ︷︷ ︸

−Ei(1,i η(ω·x))

=

=
1

2

[
−1

(ω · x)2
+

i η

(ω · x)

]
e− i η(ω·x) +

1

2
η2 Ei

(
1, i η(ω · x)

)
(5.131)

where Ei denotes the exponential integral function, that is defined as3:

Ei
(
1, i η(ω · x)

)
=

∫
(ω · x)−1e− i η(ω·x) d(ω · x) (5.132)

Finally, the constant B4 is given by:

B4 =
−β
4η3

[
i

(ω · x)2
+

η

(ω · x)

]
e− i η(ω·x) +

iβ

4η
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
(5.133)

3 The exponential integral function is defined as:

Ei(a, z) =

∫ 1

0
e−k1zk−a1 dk1 con <(z) > 0

and can be generalized as:
Ei(a, z) = za−1Γ(1− a, z)

which applies on C except the point zero, if we use the function Ei(1, z), while the Gamma function
is defined as:

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1 dt

We have the following relation:

Γ(a, z) = Γ(a)−
za

a
hypergeom(a, l + a, z)

expressed as a function of the hypergeometric function, and if <(a) > 0 then

Γ(a, z) =

∫ ∞
z

e−tta−1 dt
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For the constants B1 and B2 we have:

B′1 = 2 i η

[
i η

2η3

e− i η(ω·x)

(ω · x)3

]
(ω · x)ei η(ω·x) = − β

η2

1

(ω · x)2
(5.134a)

B′2 = −2 i η

[
i η

2η3

e− i η(ω·x)

(ω · x)3

]
ei η(ω·x) =

β

η2

1

(ω · x)3
(5.134b)

that can be directly integrated, so that we obtain:

B1 = − β

η2

∫
d(ω · x)

(ω · x)2
=

β

η2

1

(ω · x)
(5.135a)

B2 =
β

η2

∫
d(ω · x)

(ω · x)3
= − β

2η2

1

(ω · x)2
(5.135b)

To calculate the constant B3 we use the expression (5.120), into which a substi-
tution of B

′

4 yields:

B
′

3 = −
[

iβ

2η3

1

(ω · x)3
e− i η(ω·x)

]
e2 i η(ω·x) = − iβ

2η3

1

(ω · x)3
ei η(ω·x) (5.136)

An integration of the above equation yields the constant B3:

B3 = − iβ

2η3

∫
1

(ω · x)3
ei η(ω·x) d(ω · x) = − iβ

2η3
I2 (5.137)

where the integral I2 is calculated by parts as follows:

I2 =

∫
1

(ω · x)3
ei η(ω·x) d(ω · x) =

=
−1

2(ω · x)2
ei η(ω·x) −

∫
−1

2(ω · x)2
i ηei η(ω·x) d(ω · x) =

=
−ei η(ω·x)

2(ω · x)2
+

i η

2

[
−ei η(ω·x)

(ω · x)
−
∫
−1(i η)

(ω · x)
ei η(ω·x) d(ω · x)

]
(5.138)

which leads to

I2 =

[
−1

2(ω · x)2
− i η

2(ω · x)

]
ei η(ω·x) +

i η

2
(i η)

∫
ei η(ω·x)

(ω · x)
d(ω · x) (5.139)

118 Luca Prakash Argani



5.6 | VELOCITY FIELD FOR THE DYNAMIC PROBLEM

In the last integral of the above relation we must exploit the special functions,
in a way similar to the procedure for the evaluation of I1:

I2 =
1

2

[
−1

(ω · x)2
− i η

(ω · x)

]
ei η(ω·x) − 1

2
η2

∫
ei η(ω·x)

(ω · x)
d(ω · x) =

=
1

2

[
−1

(ω · x)2
− i η

(ω · x)

]
ei η(ω·x) +

1

2
η2 Ei

(
1,− i η(ω · x)

)
(5.140)

where Ei
(
1,− i η(ω · x)

)
denotes the exponential integral function, which, in

this case, is defined as4:

Ei
(
1,− i η(ω · x)

)
= −

∫
(ω · x)−1e−(− i η(ω·x)) d(ω · x) (5.141)

Finally, the constant B3 is given by:

B3 =
β

4η3

[
i

(ω · x)2
− η

(ω · x)

]
ei η(ω·x) − iβ

4η
Ei
(
1,− i η(ω · x)

)
(5.142)

The particular solution (5.115) becomes

ψ̃gp =
β

η2

1

(ω · x)
− β

2η2

1

(ω · x)2
(ω · x) +

β

4η3

[
i

(ω · x)2
− η

(ω · x)

]
+

− iβ

4η
Ei
(
1,− i η(ω · x)

)
e− i η(ω·x) − β

4η3

[
i

(ω · x)2
+

η

(ω · x)

]
+

+
iβ

4η
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
ei η(ω·x) (5.143)

namely

ψ̃gp =
β

η2

1

(ω · x)

(
1− 1

2
− 1

4
− 1

4

)
+

iβ

4η

[
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
ei η(ω·x)+

− Ei
(
1,− i η(ω · x)

)
e− i η(ω·x)

]
(5.144)

4 See note 3 on page 117.
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An expansion of the above relation yields

ψ̃gp =
iβ

4η

{[
cos(ηω · x) + i sin(ηω · x)

]
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
+

−
[
cos(ηω · x)− i sin(ηω · x)

]
Ei
(
1,− i η(ω · x)

)}
(5.145)

and collecting the exponential integral functions we obtain:

ψ̃gp =
iβ

4η

{
cos(ηω · x)

[
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
− Ei

(
1,− i η(ω · x)

)]
+

+ i sin(ηω · x)
[
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
+ Ei

(
1,− i η(ω · x)

)]}
(5.146)

If we introduce two special functions, in particular the cosine integral5 and the

5 The cosine integral function is defined for all the complex variables x as:

Ci(x) = γ + lnx+

∫ x

0

cos t− 1

t
dt

or, with the exponential integral functions, as

Ci(a, z) = −
1

2

[
Ei(1, x) + Ei(1,−x)

]
+ i

π

2

[
csign(x)− 1

]
csign(ix)

which, for x ∈ R, reduces to:

Ci(a, z) = −
1

2

[
Ei(1, x) + Ei(1,−x)

]
where γ is the Euler-Mascheroni constant, defined as:

γ = lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− lnn

)
≈ 0.57721 . . .
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sine integral6, we have:

ψ̃gp =
β

2η

{
−1

2

[
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
+ Ei

(
1,− i η(ω · x)

)]
︸ ︷︷ ︸

Ci(η|ω·x|)

sin(ηω · x)+

+
1

2
i
[
Ei
(
1, i η(ω · x)

)
− Ei

(
1,− i η(ω · x)

)]
︸ ︷︷ ︸

− Si(η|ω·x|)

cos(ηω · x)

}
(5.147)

so that the expression of the particular solution becomes:

ψ̃gp =
β

2η

[
Ci(η|ω · x| sin(ηω · x)− Si(η|ω · x| cos(ηω · x)

]
(5.148)

where, taking into account the definition of β given in (5.117), we have

β

2η
=
δ1gω2 − δ2gω1

ηL(ω)
(5.149)

Recalling the expression for the wave number η given by (5.110)

ηL(ω) = L(ω)Ω

√
ρ

L(ω)
= Ω

√
ρL(ω) =

√
ρΩ2L(ω) (5.150)

6 The sine integral function is defined for all the complex variables x as:

Si(x) =

∫ x

0

sin t

t
dt

or, with the exponential integral functions, as

Si(a, z) = − i
1

2

[
Ei(1, x)− Ei(1,−x)

]
+
π

2
csign(x)

(where csign(x) is the complex sign function), which, for x ∈ R, reduces to:

Si(a, z) = − i
1

2

[
Ei(1, x)− Ei(1,−x)

]
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we obtain the final expression for the solution of equation (5.107):

ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√

ρΩ2L(ω)

[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)

]
+

+A1 +A2(ω · x) +A3e
− i η(ω·x) +A4e

i η(ω·x) (5.151)

The coefficient
δ1gω2 − δ2gω1√

ρΩ2L(ω)
(5.152)

can be included inside the constants A1, A2, A3, A4. Being ψ̃g a stream function,
for simplicity we choose A1 = 0 and A2 = 0 since the constant terms are
superfluous (in fact we only need the derivatives of ψ̃g), while the linear terms
represent rigid body motions, that are negligible in an infinite medium. Taking
into account that

ei η(ω·x) = cos(ηω · x)− i sin(ηω · x) (5.153a)

e− i η(ω·x) = + cos(ηω · x) + i sin(ηω · x) (5.153b)

the final solution can be written as:

ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√

ρΩ2L(ω)

[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)+

+A∗1 sin(ηω · x) +A∗2 cos(ηω · x)+

+ i
[
A∗3 sin(ηω · x) +A∗4 cos(ηω · x)

]]
(5.154)

In order to calculate the constants A∗i (with i = 1, 2, 3, 4) we consider the
far-field approximation7 in the variable ω · x of the following term:

Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x) =

= −π
2

cos(ηω · x) + o

(
1

ω · x

)
(5.155)

for ω · x → +∞. Neglecting an arbitrary harmonic solution, from equa-

7 The asymptotic expansion.
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tions (5.154) and (5.155) we obtain the far-field approximation for ψ̃g :

ψ̃g(ω · x) =
δ1gω2 − δ2gω1√

ρΩ2L(ω)

[π
2

cos(ηω · x) + i
π

2
sin(ηω · x)

]
+

+ o

(
1

ω · x

)
(5.156)

which represents outgoing waves8. As a consequence of the asymptotic repre-
sentation (5.156), the constants A∗i have been determined, and we have:

ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√

ρΩ2L(ω)

[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)+

− i
π

2
sin(ηω · x)

]
(5.157)

The plane wave expansion of the above relations yields the stream function,
which, expressed in polar coordinates, is

ψ̃g(r, θ) = − 1

2π2ρΩc

∫ π

0

sin
(
α+ θ − δ2g π2

)
Λ(α+ θ)

Ξ

(
ωr

c

cosα√
Λ(α+ θ)

)
dα (5.158)

where

Ξ(x) = Ci(|x|) sinxSi(x) cosx− π

2
sinx (5.159a)

Λ(α) = sin4 α
(
cot2 α− γ1

) (
cot2 α− γ2

)
> 0 (5.159b)

while

c =

√
µ(1 + κ)

ρ
(5.160a)

c
√

Λ(α) (5.160b)

are, respectively, the propagation velocity of a transverse wave moving parallel
to the x1 axis and the the propagation velocity in the direction defined by the

8 The term i π
2

sin(ηω · x) must be added to the term π
2

cos(ηω · x) of equation (5.156) in order
to avoid ingoing waves, that can not exist in an infinite medium.
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angle α. Note that Λ(α) is always strictly positive within the elliptic regime and
has the following properties:

Λ(0) = Λ(π) = 1 (5.161a)

Λ
(π

2

)
= Λ

(
3

2
π

)
= γ1γ2 =

1− κ
1 + κ

(5.161b)

while Λ(α) = 1 in the special case in which the incremental response becomes
isotropic (κ = 0, µ = µ∗). The stream function (5.157) is not singular in r = 0 and
depends on θ and on the dimensionless variable

r̂ =
Ωr

c
(5.162)

Since v1 = ψ,2 and v2 = −ψ,1, we introduce the Green’s function for the
incremental displacements for the infinite body:

vg1 = ψg,2 (5.163a)

vg2 = −ψg,1 (5.163b)

so that from (5.157) and from the above relations we have:

ṽgj (ω · x) =
(δ1jω2 − δ2jω1)(δ1gω2 − δ2gω1)

L(ω)

[
Ci(η|ω · x|) cos(ηω · x)+

− Si(η|ω · x|) sin(ηω · x)− i
π

2
cos(ηω · x)

]
(5.164)

and finally, the Green’s tensor is given by:

vgj (x) = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ṽgj (ω · x) dω (5.165)

As a conclusion, we observe that the expression of vgj has a logarithmic singu-
larity when r̂ goes to zero. Therefore, near the singularity we have r → 0 and
the asymptotic behaviour of the dynamic Green’s function is the same as that of
the quasi-static case.

124 Luca Prakash Argani



5.7 | GRADIENT OF THE VELOCITY FIELD

5.7 Gradient of the velocity field

The gradient of the velocity associated to the Green’s tensor is:

∂vgj
∂x1

= cos θ
∂vgj
∂r
− sin θ

∂vgj
∂θ

(5.166a)

∂vgj
∂x2

= sin θ
∂vgj
∂r

+ cos θ
∂vgj
∂θ

(5.166b)

Note that, due to the symmetry of the Green’s tensor, the incompressibility
constraint allows us to write:

v1
2,2 = v2

1,2 = −v1
1,1 v1

2,1 = v2
1,1 = −v2

2,2 (5.167)

so that only four components of the velocity gradient need to be determined.
The expressions of vgj have a form in which the dependence on r is explicit,

while the dependence on θ involves an integral; the derivative with respect to r
produces a 1

r singularity, while the derivative with respect to θ does not modify
the singularity. With these considerations, the velocity gradient for the static
problem can be expressed through the following relations:

v1
1,g =

1

2π2µ(1 + κ)r

{
π cos

[
θ + (1− g)π2

]
γ1
√
−γ2 + γ2

√
−γ1

+ sin
[
θ + (1− g)

π

2

]
×
∫ π

2

0

[
ln (cosα) Σ (α+ θ, α+ θ)

+ ln (sinα) Σ
(
α+ θ +

π

2
, α+ θ +

π

2

)]
dα

}
(5.168)

and

v2
2,g = − 1

2π2µ(1 + κ)r

{
π cos

[
θ + (1− g)π2

]
γ1
√
−γ2 + γ2

√
−γ1

− sin
[
θ + (1− g)

π

2

]
×
∫ π

2

0

[
ln (cosα) Σ

(
α+ θ +

π

2
, α+ θ

)
+ ln (sinα) Σ

(
α+ θ, α+ θ +

π

2

)]
dα

}
(5.169)
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where:

Σ (γ, η) =

[
2 cos γΛ (η)− sin γΛ

′
(η)
]

Λ2 (η)
sin γ (5.170a)

Λ
′
(η) =

∂

∂η
Λ (η) (5.170b)

For the dynamic problem we have:

vsg,k = − (2δsg − 1)

2π2µ(1 + κ)

{
vs∗g,k −

(
ln r̂ + γ − i

π

2

)[∫ π

0

Kg
s (α+ θ)ξ(α, α+ θ)

× sin
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)Ω

c
ζ
(
α+ θ, θ − δ2k

π

2

)
dα+

sin
(
θ − δ2k π2

)
r

×
∫ π

0

Σ
(
α+ θ − δ2s

π

2
, α+ θ

)
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)
dα

]
+

−
∫ π

2

0

ln ξ(α, α+ θ)Kg
s (α+ θ) sin

(
r̂ξ(α, α+ θ)

)Ω

c
ξ(α, α+ θ)

× ζ
(
α+ θ, θ − δ2k

π

2

)
dα+

∫ π
2

0

ln ξ(α, α− θ)Kg
s (α− θ)ξ(α, α− θ)

× sin
(
r̂ξ(α, α− θ)

)Ω

c
ζ
(
α− θ,−θ − δ2k

π

2

)
dα+Kg

s (α+ θ)

× ℘
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)Ω

c
ξ(α, α+ θ)ζ

(
α+ θ, θ − δ2k

π

2

)
dα

}
(5.171)

where, using the definitions of Σ and Λ
′

given in (5.170) and assuming

℘(x) = − sinx

∫ x

0

cos t− 1

t
dt+ cosx Si(x) (5.172)

and observing that for the dynamic case we have

Λ
′
(β) = sin(2β)

[
(2γ1γ2 + γ1 + γ2) sin2 β − (2 + γ1 + γ2) cos2 β

]
(5.173)
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the strong singular term vs∗g,k is defined as follows:

vs∗g,k =
1

r

{
cos
(
θ − δ2k

π

2

)∫ π

0

Kg
s (α+ θ) cos

(
r̂ξ(α, α+ θ)

)
dα+

+ sin
(
θ − δ2k

π

2

)∫ π
2

0

[
Λ
′
(α+ θ)

2Λ(α+ θ)
Kg
s (α− θ) cos

(
r̂ξ(α, α− θ)

)
+

− ln
(
ξ(α, α+ θ)

)
Σ
(
α+ θ − δ2s

π

2
, α+ θ

)
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)
+

+ (1− 2δ1gδ1s)

(
Λ
′
(α− θ)

2Λ(α− θ)
Kg
s (α− θ) cos

(
r̂ξ(α, α− θ)

)
+

− ln
(
ξ(α, α− θ)

)
Σ
(
α− θ − δ2s

π

2
, α+ θ

)
cos
(
r̂ξ(α, α− θ)

))]
dα

−
∫ π

0

Kg
s (α+ θ)

[
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)
− 1
]
ζ
(
α+ θ, θ − δ2k

π

2

)
dα+

− sin
(
θ − δ2k

π

2

)∫ π

0

Σ
(
α+ θ − δ2s

π

2
, α+ θ

)
=
(
r̂ξ(α, α+ θ)

)
dα

}
(5.174)

The plane wave expansion of the incremental displacement gradient is:

vgj,k = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ṽgj,k(ω · x) dω (5.175)

where the unit vector ω defines the unit circle in the plane Ox1x2, illustrated in
Figure 5.2, and

ṽgj,k = ωk
δjg − ωjωg
L(ω)

[
1

ω · x
− ηΞ(ηω · x)

]
(5.176)

A comparison of equation (5.174) with the gradient of ṽgi in the quasi-static case
(see equation (5.98)), shows that the singular term of (5.174) coincides with that
of the quasi-static solution, so that is possible to write the following expression:

ṽgj,k =
(
ṽgj,k
)

static − ωk
δjg − ωjωg
L(ω)

ηΞ(ηω · x) (5.177)

in which the quasi-static and the dynamic terms appear separately.
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5.8 Incremental stress field for the static problem

Once the velocity gradient is known, the part of the nominal stress-rate
linearly related to this gradient can be obtained from (5.1), but the nominal
hydrostatic stress π̇ is unknown. To evaluate π̇ we need equation (5.35), which
we rewrite below

π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (ψ,2111 − ψ,1222) +
σ

2
(ψ,2111 + ψ,1222) +

− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) (5.178)

in which the velocity field must be written exploiting the plane wave expan-
sion (5.99). From the chain rule for differentiation, we have:

vg1,1 =
∂

∂x1

[
− 1

4π2

∮
|ω|=1

ṽg1(ω · x) dω

]
=

= − 1

4π2

∮
|ω|=1

∂ṽg1(ω · x)

∂(ω · x)

∂(ω · x)

∂x1
dω = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ω1

(
ṽg1
)′

dω (5.179)

and similarly

vg2,2 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ω2

(
ṽg2
)′

dω (5.180)

while, for the plane wave expansion of δ(x), we have:

− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) =
2(δ1gω1 + δ2gω2)

(ω · x)3
(5.181)

where ḟi = δig . The expansion of the hydrostatic nominal Green’s stress is:

π̇g = − 1

4π2

∮
|ω|=1

˜̇πg(ω · x) dω (5.182)
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from which we can deduce

π̇,11 + π̇,22 = − 1

4π2

∮
|ω|=1

[
ω2

1

(
˜̇πg
)′′

+ ω2
2

(
˜̇πg
)′′]

dω =

= − 1

4π2

∮
|ω|=1

(
˜̇πg
)′′

dω (5.183)

because |ω|2 = ω2
1 + ω2

2 = 1. A substitution of the above terms into equa-
tion (5.178) yields:

(
˜̇πg
)′′

= −2(µ∗ − µ)
[
ω3

1(ṽg1)
′′′

+ ω3
2(ṽg2)

′′′
]

+
σ

2

[
ω3

1(ṽg1)
′′′
− ω3

2(ṽg2)
′′′]

+

+
2(δ1gω1 + δ2gω2)

(ω · x)3
(5.184)

Taking into account that:∫
2(δ1gω1 + δ2gω2)

(ω · x)3
d(ω · x) = − (δ1gω1 + δ2gω2)

(ω · x)2
(5.185a)∫

− (δ1gω1 + δ2gω2)

(ω · x)2
d(ω · x) =

δ1gω1 + δ2gω2

ω · x
(5.185b)

equation (5.184) can be directly integrated, yielding:

˜̇πg = −2(µ∗ − µ)
[
ω3

1(ṽg1)
′
+ ω3

2(ṽg2)
′
]

+
σ

2

[
ω3

1(ṽg1)
′
− ω3

2(ṽg2)
′]

+

+
δ1gω1 + δ2gω2

ω · x
(5.186)

where we neglected the integration constants. Now only the expressions of(
ṽgi
)′

must be rewritten; using equations (5.98) and their derivatives:

(
ṽgi
)′

= (δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)
=

δig − ωiωg
(ω · x)L(ω)

(5.187)
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namely

(
ṽg1
)′

= ω2
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)
(5.188a)

(
ṽg2
)′

= −ω1
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)
(5.188b)

a substitution of the above relations into equation (5.186) yields:

˜̇πg = −2(µ∗ − µ)
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)

[
ω3

1ω2 − ω1ω
3
2

]
+

+
σ

2

(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)

[
ω3

1ω2 + ω1ω
3
2

]
+
δ1gω1 + δ2gω2

ω · x
(5.189)

and collecting the terms

˜̇πg =
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)
ω1ω2

[
−2 (µ∗ − µ) (ω2

1 − ω2
2) +

σ

2
(ω2

1 + ω2
2)
]

+

+
ωg
ω · x

(5.190)

namely

˜̇πg =
ωg
ω · x

+ ω1ω2
(δ1gω2 − δ2gω1)

(ω · x)L(ω)

[
−2 (µ∗ − µ) (ω2

1 − ω2
2) +

σ

2

]
(5.191)

The term ω1ω2(δ1gω2 − δ2gω1) can be rewritten in a more compact form as
follows:

ω1ω2(δ1gω2 − δ2gω1) = ωg(ω
2
2δ1g − ω2

1δ2g) = ωg(1− ω2
g)(δ1g − δ2g) =

= (3− 2g)ωg(1− ω2
g) (5.192)

so that equation (5.191), taking into account the definition of k given in (5.19c),
becomes:

˜̇πg =
ωg
ω · x

+ (2g − 3)
µωg(1− ω2

g)

(ω · x)L(ω)

[
2

(
µ∗
µ
− 1

)
(ω2

1 − ω2
2)− κ

]
(5.193)

Note that in the infinitesimal (κ = 0 ) and isotropic (µ = µ∗) elasticity cases,
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the antitransform of ˜̇πg yields two Cauchy integral principal values that can be
easily calculated:

π̇g = − 1

4π2

∮
|ω|=1

ωg
ω · x

dω (5.194)

Referring to Figure 5.2:

π̇1 = − 1

4π2

∫ 2π

0

cos(α+ θ)

r cosα
dα = −cos θ

2πr
(5.195a)

π̇2 = − 1

4π2

∫ 2π

0

sin(α+ θ)

r cosα
dα = − sin θ

2πr
(5.195b)

In general, the antitransform of ˜̇πg is:

π̇g = − 1

4π2

∫ 2π

0

ωg
ω · x

dα− 1

4π2

∫ 2π

0

(2g − 3)
µωg(1− ω2

g)

(ω · x)L(ω)

×
[
2

(
µ∗
µ
− 1

)
(ω2

1 − ω2
2)− κ

]
dα (5.196)

but if we let

ω · x = r cosα (5.197a)

L(ω) = µ(1 + κ)Λ(α+ θ) (5.197b)

and

2

(
µ∗
µ
− 1

)
(ω2

1 − ω2
2)− κ = 2

(
µ∗
µ
− 1

)
(2ω2

1 − 1)− κ (5.198)

since ω is a unit vector, then

2

(
µ∗
µ
− 1

)
(ω2

1 − ω2
2)− κ = 2

(
µ∗
µ
− 1

)[
2 cos2(α+ θ)− 1

]
− κ =

= Γ(α+ θ) (5.199)
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and we have

π̇g = − 1

4π2r

∫ 2π

0

ωg
cosα

dα− (2g − 3)

4π2(1 + κ)r

∫ 2π

0

ωg(1− ω2
g)Γ(α+ θ)

cosαΛ(α+ θ)
dα (5.200)

Finally, the hydrostatic nominal stress is:

π̇1 = −cos θ

2πr
+

1

4π2(1 + k)r

∫ 2π

0

sin2(α+ θ) cos(α+ θ)Γ(α+ θ)

cosαΛ(α+ θ)
dα (5.201a)

π̇2 = − sin θ

2πr
− 1

4π2(1 + k)r

∫ 2π

0

sin(α+ θ) cos2(α+ θ)Γ(α+ θ)

cosαΛ(α+ θ)
dα (5.201b)

5.9 Incremental stress field for the dynamic prob-
lem

To complete the Green’s function set, the hydrostatic incremental mean
stress for the dynamic problem must be determined. To calculate π̇ we ex-
ploit equation (5.35) (as for the static problem, see (5.178)). The procedure is
analogous to that used for the static case, but now the velocity field is given
by (5.176). Inserting the plane wave expansion of the incremental hydrostatic
mean stress (5.182), we obtain:

˜̇πg =
ωg
ω · x

+ (2g − 3)
ωg(1− ω2

g)

L(ω)

[
2(µ∗ − µ)

(
ω2

1 − ω2
2

)
− σ

2

]
×
[

1

ω · x
− ηΞ(ηω · x)

]
(5.202)

where the function Ξ is given by (5.159a).
An alternative form of (5.202), more suitable for the next calculations, is:

˜̇πg = ωgηΞ(ηω · x) + ωg
(2µ∗ − µ)(1− ω2

g) +
[
µ− (2g − 3)σ2

]
ω2
g

L(ω)

×
[

1

ω · x
− ηΞ(ηω · x)

]
(5.203)

A comparison betweeen (5.203) with the analogous equation for the static
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case (5.193), shows that the singular terms are the same, and therefore we
can write:

˜̇πg =
(
˜̇πg
)

static + ωgηΞ(ηω · x)

×

[
1−

(2µ∗ − µ)(1− ω2
g) +

[
µ− (2g − 3)σ2

]
ω2
g

L(ω)

]
(5.204)

A substitution of equation (5.204) into the expansion (5.182) yields the Green’s
function for the incremental hydrostatic mean stress in the following form:

π̇1(r, θ) =
(
π̇1
)

static(r, θ)−
Ω

2π2(1 + k)c

∫ π

0

sin2 (α+ θ)

Λ
3
2

Ξ

(
r̂

cosα√
Λ(α+ θ)

)
× cos (α+ θ) Γ(α+ θ) dα (5.205a)

π̇2(r, θ) =
(
π̇2
)

static(r, θ)−
Ω

2π2(1 + k)c

∫ π

0

cos2 (α+ θ)

Λ
3
2

Ξ

(
r̂

cosα√
Λ(α+ θ)

)
× sin (α+ θ) Γ(α+ θ) dα (5.205b)

where, according to (5.199),

Γ(α+ θ) = 2

(
µ∗
µ
− 1

)[
2 cos2(α+ θ)− 1

]
− κ (5.206)

The integrals we obtained are non-singular functions of r, while (·)static denotes
the Green’s functions for the static problem, given by (5.201).

It is important to note that the incremental hydrostatic Green stress reduces
to the static case both in the limit of low frequency and in the case of isotropy
(µ = µ∗ and κ = 0, namely Γ(α) = 0). Furthermore, we can note that the Green’s
function in terms of the increment of the in-plane Cauchy mean stress, ṗg, can
be obtained from (5.205) by exploiting the following relation

ṗg = π̇g − σ

2
vg1,1 (5.207)
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Chapter 6
INCLUSION AND DISLOCATION

PROBLEMS

The inclusion and dislocation problems are generalized to the case of
incompressible, anisotropic, elastic and prestressed materials. The solutions
are given in terms of incremental displacements and mean stress fields.
Some simple example are reported in order to show the role and the effects
of prestress and anisotropy, and, in particular, the formation of shear bands.

T
HE THEORY OF DISLOCATIONS and inclusions in solids has been thor-
oughly developed for elastic materials, unloaded in their natural
state. We extend this theory to cover the possibility that the mate-
rial is prestressed, through a generalization of solutions found by

Eshelby [12–14] and Willis [15], by introducing an incremental formulation for
incompressible materials, in which the nominal stress is related to the incre-
mental displacement gradient, within a general constitutive framework (which
embraces Mooney-Rivlin and Ogden materials and also material models de-
scribing softening [32]) under the plane strain constraint. We note that several
of the presented results remain valid within a three-dimensional context.

Anisotropy strongly influences near dislocation stress fields, as shown in
Figure 1.1 on page 4 (see Appendix B for more details). Almost all crystals
are anisotropic, so that anisotropy has been the subject of an intense research
effort [33–35] and has been recently advocated as a way to study dislocation
core properties [36, 37].

Our interest is to analyze the effect of orthotropy induced by prestress on
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dislocation (and inclusions) fields, within the general framework of incremental
non-linear elasticity, but with a special emphasis on a certain material model
for metals (the J2-deformation theory [17, 27])1 . Hence our investigation is
relevant for ductile metals subject to extreme strain, where the nucleation of a
clustering of dislocations into a ‘super dislocation’ perturbs a material that has
a low stiffness, so low that the differential equations governing the incremental
equilibrium are close to the boundary of ellipticity loss.

When this boundary is approached (from the interior of the elliptic region),
our solution for edge dislocations (but also, in general, for inclusions) reveals
features of severely deformed metals near the shear band formation. In this
situation we show that emission of a dislocation (which can be also viewed
as a ‘super dislocation’) dipole produces incremental fields strongly localized
along the directions of the shear bands, formally excluded within the elliptic
region. This may induce a cascade of dislocation clustering, which may explain
the fact that the amount of slip that takes place on an active shear band is three
orders of magnitude greater than could be produced by the passage of a single
dislocation [38].

6.1 The inclusion problem

Let us consider a regionD defining an infinite, incompressible elastic medium
subject to an homogeneous prestress2 and containing an inclusion with a generic
shape, volume Din and surface ∂Din. We imagine that we remove the inclusion
from the medium and let it undergo an incremental uniform displacement
gradient ∇xvP, that can be thought as an inelastic deformation (for instance,

1 It should be noted that the stress-induced anisotropy is not merely represented by a specific
form of constitutive operator, but introduces asymmetries not present when prestress is absent.
These asymmetric effects are related to the fact that, differently from the usual small strain context,
a small rigid-body rotation produces a stress increment in a prestressed body.

2 The assumption that the prestress is uniform (essential to the achievement of analytical solu-
tions) may seem more restrictive than it really is. In fact, dislocation nucleation occurs always in
a prestressed material and, though the existing state of stress is non-uniform, this inhomogeneity
is in first approximation negligible when the scale of the dislocation is considered. Moreover, as
noticed by Bigoni et al. [39–41], the incremental deformation fields found near the elliptic boundary
in a homogeneously prestressed material are a sort of ‘ultimate deformation modes’, dominating
the previously developed inhomogeneous, but small, strain and thus correctly representing the
near-failure deformation.
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Figure 6.1: Infinite medium D containing an inclusion of volume Din and surface ∂Din; a concen-
trated force is applied in point y outside the inclusion.

plastic or thermal deformation).3

We apply a layer of forces and pressure on ∂Din in order to restore the
inclusion to its original form, and then we put it back inside the medium. If
now we release the inclusion, this forces and pressure layer acts on the matrix:
the body is not subject to external forces, but has an inner stress, due to the
inclusion transformation. Inside the inclusion the incremental displacement
field4 is

vi = vinc
i = vE

i + vP
i (6.1)

and the gradient of incremental deformation is:

∂vi
∂xj

=
∂vinc

i

∂xj
=
∂vE

i

∂xj
+

1

3

∂vP
k

∂xk
δij (6.2)

where the first term of the second member represents the elastic deformation
generated at the release of the inclusion. It is important to note that even if the

3 Usually the Eshelby inclusion problem in linear elasticity (Eshelby [12–14] and Willis [15])
is formulated by prescribing an inelastic strain, not a displacement gradient. If a displacement
gradient is assigned instead, the skew-symmetric part of this, representing a rigid-body infinitesimal
rotation, produces null fields outside the inclusion, meaning that the solution for the infinite body
containing the inclusion consists in a pure, uniform, rigid-body rotation. The situation is different
for incremental non-linear elasticity, when a prestress is present. In this case, a rigid-body rotation
alters the incremental stress and therefore yields non-null fields outside the inclusion. These have
to be added to a uniform incremental rotation field outside the inclusion, in order to generate a
solution.

4 The incremental quantities can be understood either as rates taken with respect to a time-like
parameter, or, more interestingly, as incremental quantities related to a small displacement field
superimposed upon a given configuration strained homogeneously but arbitrarily (see Ogden [22]).
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material is incompressible, the incremental displacement vP does not necessarily
satisfy the incompressibility constraint, while the field vE

i does.5 In particular
we have:

∂vE
k

∂xk
= 0 −→ ∂vk

∂xk
=
∂vP

k

∂xk
(6.3)

The Green incremental nominal stresses are

ṫgij = Kijkl
∂vgl
∂xk

+ ṗgδij (6.4)

In the infinite medium (the matrix) the incremental displacement field coincides
with the field vE, so that the gradient of incremental displacement is:

∂vi
∂xj

=
∂vE

i

∂xj
(6.5)

while the incremental nominal stress is given only by the elastic part of the
incremental deformation as:

ṫij = ṫEij = Kijkl
∂vE

l

∂xk
+ ṗEδij = Kijkl

∂

∂xk
(vl − vP

l ) + (ṗ− ṗP)δij (6.6)

namely, the initial transformation does not produce stress. The incremental
mean stress ṗP, defined inside the inclusion, is homogeneous and is associated
to the deformation∇xvP. We will show later that results will be independent of
this, but it is better for the moment to keep track of a part of the stress that is
related to the inclusion transformation, defined as

ṫPij = Kijkl
∂vP

l

∂xk
+ ṗPδij (6.7)

which is uniform since∇xvP is uniform.
Here we exclude body forces inside the medium and the inclusion, therefore

the equilibrium equations for the infinite body containing a concentrated unit
force are written as:

∂ṫgij(x− y)

∂xi
+ δgjδ(x− y) = 0 (6.8)

5 In this treatise we assume that the initial deformation is accompanied by a volume change.
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where ṫgij is the Green function for the incremental nominal stress, namely the
ij-component of the stress at the point x produced by a concentrated unit force
applied in point y and in direction g, while δ(x − y) is the Dirac delta. The
Green’s function set that can be used in this problem has been presented in the
previous Chapter. For the points x 6= y the equilibrium equations become:

∂ṫij(x)

∂xi
= 0 (6.9)

We assume that the singularity at point y is enclosed by a disk Cε centered
in y, with radius ε and surface ∂Cε. We define a closed, finite and simply
connected domain Dout outside both the inclusion and the disk Cε as:

Dout = Rn \ {Din ∪ Cε } (6.10)

where n = 2, 3 depending on the dimensions of the space we are considering
(for instance, n = 2 denotes the two-dimensional case); an alternative expression
is

Dout = {Rn {Din ∪ Cε } (6.11)

where {Rn denotes the complement with respect to the universeRn. The external
boundary ∂Dout of this domain can be regarded as the union of the surfaces of
the inclusion, of the disk and of and external boundary ∂Dext as follows:

∂Dout = ∂Din ∪ ∂Cε ∪ ∂Dext (6.12)

On the region Dout and on its boundary ∂Dout defined above, we can apply
the Betti identity, thus yielding∫

Dout

[
∂ṫgij(x− y)

∂xi
vj(x)− ṫij(x)

∂xi
vgj (x− y)

]
dVx = 0 (6.13)

Using the product rule for differentiation, the above equation can be rewrit-
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Figure 6.2: Integration domain Dout for an infinite body containing an inclusion (shown in purple)
of volume Din and surface ∂Din; the singularity at y is enclosed in a disk Cε of radius
ε and surface ∂Cε. Dout represents the simply connected region outside the inclusion
and excluding the disk surrounding the singularity, whereas its external boundary is
represented by ∂Dext.

ten as follows:∫
Dout

∂

∂xi

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
dVx︸ ︷︷ ︸

=Int1

+

−
∫
Dout

[
ṫgij(x− y)

∂vj(x)

∂xi
− ṫij(x)

∂vgj
∂xi

(x− y)

]
dVx︸ ︷︷ ︸

=Int2

= 0 (6.14)

The second integral of (6.14) can be calculated as

Int2 =

∫
Dout

[
Kijkl

∂vgl (x− y)

∂xk

∂vj(x)

∂xi
+ ṗg(x− y)δij

∂vj(x)

∂xi
+

−Kijkl
∂vl(x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
− ṗ(x)δij

∂vgj (x− y)

∂xi

]
dVx (6.15)

but, due to the incompressibility constraint6 and the major symmetry of the
constitutive tensor K, we have Int2 = 0. On application of the divergence

6 We recall that
∂vj(x)

∂xj
=
∂vgj (x− y)

∂xj
= 0
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theorem to the term Int1, equation (6.14) reduces to∫
∂Dout

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx = 0 (6.16)

where n is the normal outward vector of the integration boundary Dout.
By decomposing the integration boundary according to (6.12), and taking

the limit for ε→ 0 (namely, we reduce the disk until it degenerates in a point),
and moving the external boundary ∂Dext to the infinite, we obtain:∫

∂Din

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx+

+ lim
ε→0

∫
∂Cε

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx+

+

∫
∂Dext

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx = 0 (6.17)

The third integral of the above expression is equal to zero, since we assume
that incremental stress and displacement field are decaying at infinity. Since
vgi ∼ ln r, on the disk Cε we have:

lim
ε→0

∫
∂Cε

ṫij(x)vgj (x− y)ni dSx =

= lim
ε→0

∫
Cε

− ∂

∂xi

[
ṫij(x)vgj (x− y)

]
dVx = 0 (6.18)

if the volume of Cε (and therefore its surface) tends to zero, while

lim
ε→0

∫
∂Cε

ṫgij(x− y)vj(x)ni dSx =

= lim
ε→0

∫
Cε

−

[
∂ṫgij(x− y)

∂xi
vj(x) + ṫgij(x− y)

∂vj(x)

∂xi

]
dVx (6.19)

where the second addend in the second integral gives a null contribution for
ε → 0, when the volume of Cε tends to zero. Note that in expressions (6.18)
and (6.19) there is a change of sign, since the first member in both expressions
has the normal vector ni pointing inside the region Cε, while the divergence
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theorem is applied with the outward normal. Taking into account the properties
of the Dirac delta function, we can write:

lim
ε→0

∫
∂Cε

ṫgij(x− y)vj(x)ni dSx =

= lim
ε→0

∫
Cε

δgjδ(x− y)vj(x) dVx = vg(y) (6.20)

Note that the normal vector of the first integral (6.18) and the first of (6.19)
are pointing inside the region Cε, while the minus appearing in the second
integrals of the same equations arises from the change of direction of the normal
(outward from the region Cε).7

Now equation (6.17) becomes∫
∂Din

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx + vg(y) = 0 (6.21)

where the normal n of the first integral is pointing inside the inclusion. With a
change of sign in the normal vector, we obtain:

vg(y) =

∫
∂Din

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
ni dSx (6.22)

where now the normal is outward (with respect to the inclusion).

A further application of the divergence theorem yields

vg(y) =

∫
Din

∂

∂xi

[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)

]
dVx =

=

∫
Din

[
∂ṫgij(x− y)

∂xi
vj(x)− ∂ṫij(x)

∂xi
vgj (x− y)

]
dVx+

+

∫
Din

[
ṫgij(x− y)

∂vj(x)

∂xi
− ṫij(x)

∂vgj (x− y)

∂xi

]
dVx (6.23)

7 Note that equations (6.18)-(6.20) can be obtained starting from equilibrium equations.
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but inside the inclusion we have e

∂ṫgij(x− y)

∂xi
= 0 (6.24a)

∂ṫij(x)

∂xi
= 0 (6.24b)

so that (6.23) reduces to

vg(y) =

∫
Din

[
ṫgij(x− y)

∂vj(x)

∂xi
− ṫij(x)

∂vgj (x− y)

∂xi

]
dVx (6.25)

Furthermore, within the inclusion equations (6.2) and (6.6) are still valid, and
they allow us to write the following relations:

ṫgij(x− y)
∂vj(x)

∂xi
= Kijkl

∂vgl (x− y)

∂xk

∂vj(x)

∂xi
+

+ ṗg(x− y)δij

[
∂vE

j (x)

∂xi
+
∂vP

j (x)

∂xi

]
=

= Kijkl
∂vgl (x− y)

∂xk

∂vj(x)

∂xi
+ ṗg(x− y)

∂vP
m(x)

∂xm
(6.26)

and

ṫij(x)
∂vgj (x− y)

∂xi
= Kijkl

∂

∂xk

[
vl(x)− vP

l (x)
]∂vgj (x− y)

∂xi
+

+
[
ṗ(x)− ṗP(x)

]
δij
∂vgj (x− y)

∂xi
=

= Kijkl
∂vl(x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
−Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
(6.27)

in which we used the incompressibility constraint for the fields vE
j (x) and vgj (x−

y) respectively. Exploiting the relations (6.26) and (6.27), we can rewrite (6.25)
as:

vg(y) =

∫
Din

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
+ ṗg(x− y)

∂vP
m(x)

∂xm

]
dVx (6.28)
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On application of the divergence theorem to the first addend of the integrand
in (6.28), and taking into account that∇xvP is uniform8 and the incremental dis-
placement field is solenoidal, we obtain the integral equation for the incremental
displacement field outside the inclusion produced by the uniform inelastic field
∇xvP:

vg(y) =

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk
vgj (x− y)ni dSx+

+

∫
Din

ṗg(x− y)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.29)

where n is the outward normal of the inclusion. If we want to express the
Green’s functions as Gij(y − x) instead of Gij(x− y), we obtain:

vg(y) =

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk
vgj (y − x)ni dSx+

−
∫
Din

ṗg(y − x)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.30)

so that there is a change of sign in the volume integral, since the mean stress
is an odd function, while the incremental displacements vgj are even functions
and therefore do not have a change of sign.9 Note that in equation (6.29) there
is a volume integral involving both deviatoric and volumetric part of ∇xvP;
in particular we observe that this integral is equal to zero for pure deviatoric
incremental displacement gradients.

If we introduce a potential P gi (x− y) such that

ṗg(x− y) =
∂P gi (x− y)

∂xi
(6.31)

8 This condition implies that the following relation holds:

∂2vP
i (x)

∂xj∂xk
= 0

9 We recall that ṗg(y − x) = −ṗg(x− y), while vgj (y − x) = vgj (x− y).
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the equation (6.28) can be rewritten as

vg(y) =

∫
Din

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
+
∂P gi (x− y)

∂xi

∂vP
m(x)

∂xm

]
dVx (6.32)

and we can use the product rule for differentiation to obtain

vg(y) =

∫
Din

∂

∂xi

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk
vgj (x− y) + P gi (x− y)

∂vP
m(x)

∂xm

]
dVx+

−
∫
Din

[
Kijkl

∂2vP
l (x)

∂xk∂xi
vgj (x− y) + P gi (x− y)

∂2vP
m(x)

∂xm∂xi

]
dVx (6.33)

However, because vP
l (x) is homogeneous and on application of divergence

theorem, the above expression reduces to:

vg(y) =

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk
vgj (x− y) + P gi (x− y)

∂vP
m(x)

∂xm

]
ni dSx (6.34)

and in this way the incremental displacement field for the inclusion is expressed
only in terms of boundary integrals.

Nevertheless, in equation (6.34) the potential P gi (x − y) is unknown. An
easy way to define it is the following:

P gi (x− y) =
1

n

∫
ṗg(x− y) dxi (6.35)

where n is the dimension of the space considered (for instance, n = 2 for a
two-dimensional problem and n = 3 for a three-dimensional one); therefore
P gi (x − y) is a tensor containing the primitives of the Green’s mean stress.
Within the two-dimensional case, we can introduce a scalar coefficient Ri(α̂)

defined as:
Ri(α̂) = δi1α̂+ (1− α̂)δi2, (6.36)

where δij is the Kronecker delta, i, j = 1, 2 and α̂ ∈ [0, 1], so that we can
obtain a family of potentials P gi (x− y) dependent on the arbitrary choice of the
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coefficient α̂ ∈ [0, 1] in the form

P gi (x− y) = Ri(α̂)

∫
ṗg(x− y) dxi, (6.37)

where index i is not summed.

The gradient of the incremental displacement produced by the inclusion is:

∂vg(y)

∂yr
=

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂yr
ni dSx+

+

∫
Din

∂ṗg(x− y)

∂yr

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.38)

since ∇xvP is homogeneous. Furthermore, for the Green’s functions the follow-
ing rule for the change of differentiation variable applies:

∂Gij(x− y)

∂yi
= −∂Gij(x− y)

∂xi
(6.39)

so that we can write:

∂vg(y)

∂yr
= −

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xr
ni dSx+

−
∫
Din

∂ṗg(x− y)

∂xr

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.40)

In an analogous manner, the second gradient of the incremental displacement
produced by the inclusion can be expressed as:

∂2vg(y)

∂yr∂ys
=

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂2vgj (x− y)

∂yr∂ys
ni dSx+

+

∫
Din

∂2ṗg(x− y)

∂yr∂ys

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.41)

because ∇xvP is homogeneous. To calculate the second order derivative, the
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rule (6.39) has been applied twice10, so that the second gradient becomes:

∂2vg(y)

∂yr∂ys
=

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂2vgj (x− y)

∂xr∂xs
ni dSx+

+

∫
Din

∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.42)

6.2 The dislocation problem

We consider the final configuration as the result of the application of a dis-
location with intensity di(x) = vP

i (x), where vP
i (x) is the displacement field

corresponding to the uniform deformation∇xvP defined in the previous Sec-
tion.

Within this context, this type of dislocation is often called ‘Somigliana dislo-
cation’; for instance, it is required that the elastic displacements vE

i be discon-
tinuous by a quantity di through ∂Din, while ∂Din remains in equilibrium in
absence of external forces; furthermore, the surface ∂Din can be open or closed,
and di may vary on ∂Din.

Within the inclusion, we have:

vE
i = vi − vP

i (6.43)

since the incremental elastic displacements must be measured in the uncon-
strained material configuration, while in the matrix we have vE

i = vi. We require
that the total incremental displacements vi are continuous, and ∂Din must be in
equilibrium.

Taking into account that

∂

∂xi

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk
vgj (x− y)

]
= Kijkl

∂2vP
l (x)

∂xk∂xi
vgj (x− y)+

+Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
(6.44)

10 A double application of the rule (6.39) implies a double change of sign, so that the second order
derivative has no change of sign whenever we change the variable of differentiation.
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namely,

∂

∂xi

[
Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk
vgj (x− y)

]
= Kijkl

∂vP
l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
(6.45)

but since vP is uniform (see note 8 on page 144), we can apply the divergence
theorem to equation (6.29)

vg(y) =

∫
Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk

∂vgj (x− y)

∂xi
dVx +

∫
Din

ṗg(x− y)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.46)

and collecting a derivative with respect to xk yields:

vg(y) =

∫
Din

{
∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (x− y)

∂xi

]
−KijklvP

l (x)
∂2vgj (x− y)

∂xk∂xi
+

+ ṗg(x− y)
∂vP

m(x)

∂xm

}
dVx (6.47)

From the equilibrium equations, within the inclusion we have:

∂ṫgij(x− y)

∂xi
= 0 (6.48)

from which follows that

Kijkl
∂2vgl (x− y)

∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)

∂xi
δij = 0 (6.49)

and recalling that Kijkl has the major symmetry

Kijkl
∂2vgj (x− y)

∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)

∂xi
δil = 0 (6.50)

so that

KijklvP
l (x)

∂2vgj (x− y)

∂xi∂xk
= −vP

l (x)
∂ṗg(x− y)

∂xl
(6.51)
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If we insert the above expression into (6.47) we obtain:

vg(y) =

∫
Din

{
∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (x− y)

∂xi

]
+ vP

l (x)
∂ṗg(x− y)

∂xl
+

+ ṗg(x− y)
∂vP

m(x)

∂xm

}
dVx (6.52)

Here we can collect the derivative with respect to xl inside the integrand as:

vg(y) =

∫
Din

{
∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (x− y)

∂xi

]
+

∂

∂xl

[
vP
l (x)ṗg(x− y)

]
+

− ∂vP
l (x)

∂xl
ṗg(x− y) + ṗg(x− y)

∂vP
m(x)

∂xm

}
dVx (6.53)

and a simplification yields:

vg(y) =

∫
Din

∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (x− y)

∂xi
+ vP

l (x)ṗg(x− y)δkl

]
dVx (6.54)

If we apply again the divergence theorem, we obtain the integral equation
for the incremental displacement field outside the inclusion produced by the
inelastic uniform field∇xvP:

vg(y) =

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vgj (x− y)

∂xi
+ ṗg(x− y)δkl

]
vP
l (x)nk dSx (6.55)

which is an expression fully equivalent to (6.29) and is expressed as a function
of the incremental inelastic displacement vP of the initial transformation.

If we want to express the Green’s functions asGij(y−x) instead ofGij(x−y),
in an analogous manner to what illustrated in the previous section, we must go
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back to equation (6.52), which now reads as:

vg(y) =

∫
Din

{
∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (y − x)

∂xi

]
− vP

l (x)
∂ṗg(y − x)

∂xl
+

− ṗg(y − x)
∂vP

m(x)

∂xm

}
dVx (6.56)

Note that the signs of the second and third addend of the integrand changed;11

If we collect a derivative with respect to xl inside the integrand, we have

vg(y) =

∫
Din

{
∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (y − x)

∂xi

]
− ∂

∂xl

[
vP
l (x)ṗg(y − x)

]
+

+
∂vP

l (x)

∂xl
ṗg(y − x)− ṗg(y − x)

∂vP
m(x)

∂xm

}
dVx (6.57)

and simplifying:

vg(y) =

∫
Din

∂

∂xk

[
KijklvP

l (x)
∂vgj (y − x)

∂xi
− vP

l (x)ṗg(y − x)δkl

]
dVx (6.58)

On application of the divergence theorem we obtain the integral equation for
the incremental displacement field outside the inclusion:

vg(y) =

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vgj (y − x)

∂xi
− ṗg(y − x)δkl

]
vP
l (x)nk dSx (6.59)

and we observe that with a change in the representation of the Green’s functions
we have a change of sign in the second addend of the integrand.

If we introduce the following notation for the incremental Green’s traction
along the surface with unit normal ni

τgj (x− y) = ṫgij(x− y)ni (6.60)

11 We recall that the mean stress is an odd function, while the incremental displacements vgj are
even functions, so that they do not change the sign. See note 9 on page 144.
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the equation (6.55) becomes:

vg(y) =

∫
∂Din

τgm(x− y)vP
m(x) dSx (6.61)

Note that the expressions for the components of τgj are given both in singular
and regularized forms by Bigoni et al. [10] and can be used to calculate the
integral equation (6.61).

The gradient of the incremental displacement produced by the dislocation
is:

∂vg(y)

∂yr
=

∫
∂Din

[
Kijkl

∂2vgj (x− y)

∂xi∂yr
+
∂ṗg(x− y)

∂yr
δkl

]
vP
l nk dSx (6.62)

since∇xvP is homogeneous, and on application of the rule (6.39) we obtain:

∂vg(y)

∂yr
= −

∫
∂Din

[
Kijkl

∂2vgj (x− y)

∂xi∂xr
+
∂ṗg(x− y)

∂xr
δkl

]
vP
l nk dSx (6.63)

Similarly, the second gradient of the incremental displacement produced by the
dislocation writes as:

∂2vg(y)

∂yr∂ys
=

∫
∂Din

[
Kijkl

∂3vgj (x− y)

∂xi∂yr∂ys
+
∂2ṗg(x− y)

∂yr∂ys
δkl

]
vP
l nk dSx (6.64)

being∇xvP homogeneous; if we apply twice the rule (6.39), the second gradient
becomes:12

∂2vg(y)

∂yr∂ys
=

∫
∂Din

[
Kijkl

∂3vgj (x− y)

∂xi∂xr∂xs
+
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
δkl

]
vP
l nk dSx (6.65)

12 See note 10 on page 147.

Luca Prakash Argani 151



6 | INCLUSION AND DISLOCATION PROBLEMS

6.3 The incremental mean stress of the inclusion

The incremental equilibrium equations are:

∂ṫij(x)

∂xi
= 0 (6.66a)

∂ṫgij(x− y)

∂xi
= 0 (6.66b)

and the stresses are expressed as:

ṫij = Kijkl
∂vl(x)

∂xk
+ ṗ(x)δij (6.67a)

ṫgij = Kijkl
∂vgl (x− y)

∂xk
+ ṗg(x− y)δij (6.67b)

From equation (6.66a) we have:

Kijkl
∂2vl(x)

∂xi∂xk
+
∂ṗ(x)

∂xi
δij = 0 −→ ∂ṗ(x)

∂xi
δij = −Kijkl

∂2vl(x)

∂xi∂xk
(6.68)

and changing the dummy indexes:

∂ṗ(x)

∂xi
= −Ksirg

∂2vg(x)

∂xr∂xs
(6.69)

We apply the equilibrium equation (6.69) to the incremental displacements (6.29):

∂ṗ(y)

∂yi
= −Ksirg

∂2vg(y)

∂yr∂ys
(6.70)

A substitution of the second order derivative of the displacements (6.42) into
the above relation provides:

∂ṗ(y)

∂yi
= −

∫
∂Din

KsirgKjklm
∂vP

m(x)

∂xl

∂2vgj (x− y)

∂xr∂xs
nj dSx+

−
∫
Din

Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.71)
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but from the equilibrium equations (6.66b):

Kijkl
∂2vgl (x− y)

∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)

∂xi
δij = 0 (6.72)

and we obtain:

Ksirk
∂2vgk(x− y)

∂xr∂xs
= Ksirg

∂2vkg (x− y)

∂xr∂xs
= −∂ṗ

k(x− y)

∂xi
(6.73)

In this way, equation (6.71) can be rewritten as:

∂ṗ(y)

∂yi
=

∫
∂Din

Kjklm
∂vP

m(x)

∂xl

∂ṗk(x− y)

∂xi
nj dSx+

−
∫
Din

Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.74)

We derive the equilibrium equations (6.66b) with respect to xs:

Ktrpq
∂3vgq (x− y)

∂xp∂xs∂xt
+
∂2ṗg(x− y)

∂xi∂xs
δir = 0 (6.75)

and multiplying by Ksirg provides:

Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
= −KsirgKtrpq

∂3vgq (x− y)

∂xp∂xs∂xt
(6.76)

Now we must calculate all the components of the relation (6.76): note that
only the index i is free and we must take into account the incompressibility
constraint and the reciprocity of the Green’s functions (vgi (x− y) = vig(x− y)).
For simplicity, we omit the arguments (x− y) of the Green’s functions in some
of the following steps.

Ksirg
∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1irg

∂2ṗg

∂xr∂x1
+K2irg

∂2ṗg

∂xr∂x2
=

= K1i1g
∂2ṗg

∂x2
1

+K1i2g
∂2ṗg

∂x2∂x1
+K2i1g

∂2ṗg

∂x1∂x2
+K2i2g

∂2ṗg

∂x2
2

(6.77)
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namely:

Ksirg
∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1i11

∂2ṗ1

∂x2
1

+K1i12
∂2ṗ2

∂x2
1

+ (K1i21 +K2i11)
∂2ṗ1

∂x1∂x2
+

+ (K1i22 +K2i12)
∂2ṗ2

∂x1∂x2
+K2i21

∂2ṗ1

∂x2
2

+K2i22
∂2ṗ2

∂x2
2

(6.78)

Since Kijkl = 0 if three indexes are the same and one is different, we have:

Ks1rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1111

∂2ṗ1

∂x2
1

+ (K1122 +K2112)
∂2ṗ2

∂x1∂x2
+K2121

∂2ṗ1

∂x2
2

(6.79)

so that

Ks1rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
=
(
µ∗ −

σ

2
− p
) ∂2ṗ1

∂x2
1

+ (µ− µ∗ − p)
∂2ṗ2

∂x1∂x2
+

+
(
µ∗ −

σ

2

) ∂2ṗ1

∂x2
2

(6.80)

and analogously

Ks2rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1212

∂2ṗ2

∂x2
1

+ (K1221 +K2211)
∂2ṗ1

∂x1∂x2
+K2222

∂2ṗ2

∂x2
2

(6.81)

so that

Ks2rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
=
(
µ∗ +

σ

2

) ∂2ṗ2

∂x2
1

+ (µ− µ∗ − p)
∂2ṗ1

∂x1∂x2
+

+
(
µ∗ +

σ

2
− p
) ∂2ṗ2

∂x2
2

(6.82)

Now we need the expressions of the second order derivatives of the Green’s
mean stress ṗg(x− y) with respect to variables xr and xs, evaluated as

∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
= −Ktrpq

∂3vgq (x− y)

∂xp∂xs∂xt
(6.83)
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and these derivatives must be substituted into (6.80) and (6.82). Omitting for
simplicity the arguments of the functions, the relation (6.83) can be expanded
into:

− ∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1rpq

∂3vgq
∂xp∂xs∂x1

+K2rpq

∂3vgq
∂xp∂xs∂x2

=

= K1r1q

∂3vgq
∂x2

1∂xs
+K1r2q

∂3vgq
∂x1∂x2∂xs

+K2r1q

∂3vgq
∂x1∂x2∂xs

+

+K2r2q

∂3vgq
∂x2

2∂xs
(6.84)

so that

− ∂2ṗg

∂xr∂xs
= K1r11

∂3vg1
∂x2

1∂xs
+K1r12

∂3vg2
∂x2

1∂xs
+ (K1r21 +K2r11)

∂3vg1
∂x1∂x2∂xs

+

+ (K1r22 +K2r12)
∂3vg2

∂x1∂x2∂xs
+K2r21

∂3vg1
∂x2

2∂xs
+K2r22

∂3vg2
∂x2

2∂xs
(6.85)

When calculating the second order derivatives of ṗg(x − y), it is possible to
change the order of differentiation if we assume the continuity of the displace-
ment field vg(x − y).13 Taking into account the incompressibility constraint,

13 We recall that the integration is performed outside the inclusion.
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equation (6.85) can be written through the following expressions:

−∂
2ṗg

∂x2
1

= K1111
∂3vg1
∂x3

1

+ (K1122 +K2112)
∂3vg2
∂x2

1∂x2
+K2121

∂3vg1
∂x1∂x2

2

=

= (K1111 −K1122 −K2112)
∂3vg1
∂x3

1

+K2121
∂3vg1
∂x1∂x2

2

(6.86a)

− ∂2ṗg

∂x1∂x2
= K1111

∂3vg1
∂x2

1∂x2
+ (K1122 +K2112)

∂3vg2
∂x1∂x2

2

+K2121
∂3vg1
∂x3

2

=

= (K1111 −K1122 −K2112)
∂3vg1
∂x2

1∂x2
+K2121

∂3vg1
∂x3

2

(6.86b)

− ∂2ṗg

∂x1∂x2
= K1212

∂3vg2
∂x3

1

+ (K1221 +K2211)
∂3vg1
∂x2

1∂x2
+K2222

∂3vg2
∂x1∂x2

2

=

= K1212
∂3vg2
∂x3

1

+ (K1221 +K2211 −K2222)
∂3vg1
∂x2

1∂x2
(6.86c)

−∂
2ṗg

∂x2
2

= K1212
∂3vg2
∂x2

1∂x2
+ (K1221 +K2211)

∂3vg1
∂x1∂x2

2

+K2222
∂3vg2
∂x3

2

=

= K1212
∂3vg2
∂x2

1∂x2
+ (K1221 +K2211 −K2222)

∂3vg1
∂x1∂x2

2

(6.86d)

namely

−∂
2ṗg

∂x2
1

= −
(

2µ∗ − µ−
σ

2

) ∂3vg1
∂x3

1

−
(
µ− σ

2

) ∂3vg1
∂x1∂x2

2

(6.87a)

− ∂2ṗg

∂x1∂x2
= −

(
2µ∗ − µ−

σ

2

) ∂3vg1
∂x2

1∂x2
−
(
µ− σ

2

) ∂3vg1
∂x3

2

(6.87b)

− ∂2ṗg

∂x1∂x2
= −

(
µ+

σ

2

) ∂3vg2
∂x3

1

+
(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3vg1
∂x2

1∂x2
(6.87c)

−∂
2ṗg

∂x2
2

= −
(
µ+

σ

2

) ∂3vg2
∂x2

1∂x2
+
(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3vg1
∂x1∂x2

2

(6.87d)
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A substitution of equations (6.87a), (6.87b) and (6.87d) into (6.80) yields:

Ks1rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
=
(
µ− σ

2

)[
−
(
µ+

σ

2

) ∂3v1
2

∂x2
1∂x2

+
(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3v1
1

∂x1∂x2
2

]
+

−
(
µ∗ −

σ

2
− p
)[(

2µ∗ − µ−
σ

2

) ∂3v1
1

∂x3
1

+
(
µ− σ

2

) ∂3v1
1

∂x1∂x2
2

]
+

− (µ− µ∗ − p)
[(

2µ∗ − µ−
σ

2

) ∂3v2
1

∂x2
1∂x2

+
(
µ− σ

2

) ∂3v2
1

∂x3
2

]
(6.88)

The incompressibility constraint allows us to rewrite the following terms:

∂3v1
1(x− y)

∂x1∂x2
2

= −∂
3v1

2(x− y)

∂x3
2

(6.89a)

∂3v2
1(x− y)

∂x2
1∂x2

= −∂
3v1

1(x− y)

∂x3
1

(6.89b)

Furthermore, recalling that vgi (x− y) = vjg(x− y), we have:

Ks1rg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ − µσ + 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂3v1

1(x− y)

∂x3
1

+

− σ
(
µ− σ

2

) ∂3v1
2(x− y)

∂x3
2

(6.90)

Matching equations (6.87b) and (6.87c) for g = 2:

−
(

2µ∗ − µ−
σ

2

) ∂3v2
1(x− y)

∂x2
1∂x2

−
(
µ− σ

2

) ∂3v2
1(x− y)

∂x3
2

=

=
(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3v2
1(x− y)

∂x2
1∂x2

−
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2(x− y)

∂x3
1

(6.91)

and recalling equations (6.89), we obtain the following condition:

(2µ∗ − µ)
∂3v1

1(x− y)

∂x3
1

−
(
µ− σ

2

) ∂3v1
2(x− y)

∂x3
2

=

= −(2µ∗ − µ)
∂3v1

1(x− y)

∂x3
1

−
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2(x− y)

∂x3
1

(6.92)
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A substitution of equation (6.92) into (6.90) provides:

Ks1rg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂3v1

1(x− y)

∂x3
1

+

− σ
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2(x− y)

∂x3
1

(6.93)

and collecting the derivative with respect to x1 we obtain:

Ks1rg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=

∂

∂x1

[
−σ
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2(x− y)

∂x3
1

+

+

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂3v1

1(x− y)

∂x3
1

]
(6.94)

We can repeat this procedure by substituting equations (6.87a), (6.87c) and (6.87d)
into (6.82):

Ks2rg
∂2ṗg

∂xr∂xs
= −

(
µ+

σ

2

)[(
2µ∗ − µ−

σ

2

) ∂3v2
1

∂x3
1

+
(
µ− σ

2

) ∂3v2
1

∂x1∂x2
2

]
+

+ (µ− µ∗ − p)
[(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3v1
1

∂x2
1∂x2

−
(
µ+

σ

2

) ∂3v1
2

∂x3
1

]
+

+
(
µ∗ +

σ

2
− p
)[(

2µ∗ − µ+
σ

2

) ∂3v2
1

∂x1∂x2
2

−
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2

∂x2
1∂x2

]
(6.95)

The incompressibility constraint allows us to rewrite the following terms:

∂3v2
1(x− y)

∂x3
1

= −∂
3v2

2(x− y)

∂x2
1∂x2

(6.96a)

∂3v2
1(x− y)

∂x1∂x2
2

= −∂
3v1

1(x− y)

∂x2
1∂x2

(6.96b)
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thus yielding

Ks2rg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂3v1

1(x− y)

∂x2
1∂x2

+

− σ
(
µ+

σ

2

) ∂3v2
2(x− y)

∂x2
1∂x2

(6.97)

and collecting the derivative with respect to x2 we obtain:

Ks2rg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=

∂

∂x2

[
−σ
(
µ+

σ

2

) ∂2v2
2(x− y)

∂x2
1

+

+

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂2v1

1(x− y)

∂x2
1

]
(6.98)

If we introduce the function F (x− y) defined as:

F (x− y) =

(
4µµ∗ − 4µ2

∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2

2

)
∂2v1

1(x− y)

∂x2
1

+

− σ
(
µ+

σ

2

) ∂2v2
2(x− y)

∂x2
1

(6.99)

or, in terms of dimensionless parameters (5.19a) and (5.19c), we can write the
function F (x− y) as:

F (x− y) = 2µ2

{[
(1− κ)(κ+ 2ξ)− 2ξ2

] ∂2v1
1(x− y)

∂x2
1

+

− κ(1 + κ)
∂2v2

2(x− y)

∂x2
1

}
(6.100)

Hence, from the expressions obtained for (6.94) and (6.98) we can conclude that

Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=
∂F (x− y)

∂xi
(6.101)

Observation 6.1. The function F (x− y) is an even function, since it contains the
second order derivatives of the functions vgi (x− y), which are even functions
too.
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Thanks to expression (6.101) we can rewrite (6.74) as:

∂ṗ(y)

∂yi
=

∫
∂Din

Kjklm
∂vP

m(x)

∂xl

∂ṗk(x− y)

∂xi
nj dSx+

−
∫
Din

∂F (x− y)

∂xi

∂vP
m(x)

∂xm
dVx (6.102)

which now can be directly integrated with respect to variable yi through a
change of sign14 , allowing us to obtain the incremental mean stress field pro-
duced by an inclusion:

ṗ(y) = −
∫
∂Din

Kjklm
∂vP

m(x)

∂xl
ṗk(x− y)nj dSx+

+

∫
Din

F (x− y)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.103)

where ṗk(x− y) are the Green’s mean stresses.

6.4 The incremental mean stress of the dislocation

The calculation of the incremental mean stress field for the dislocation prob-
lem is similar to the procedure illustrated in the previous Section. We start
from equilibrium equations (6.66a) from which we obtain (6.69). If we apply
the equilibrium equatio (6.69) to the displacement field (6.55), we have:

∂ṗ(y)

∂yi
= −Ksirg

∂2vg(y)

∂yr∂ys
(6.104)

14 The derivative of the first member is performed with respect to yi, while in the second is
performed with respect to xi: as a consequence, the integration with respect to yi requires a change
of sign in the second member. (We recall that the Green’s functions have the form: Gij(x− y)).
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A substitution of the second order derivative of the displacement field (6.65)
into the above relation yields:

∂ṗ(y)

∂yi
= −

∫
∂Din

Ksirg
[
Kjklm

∂3vgk(x− y)

∂xj∂xr∂xs
+

+
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.105)

but from equilibrium equations (6.66b)

Kijkl
∂2vgl (x− y)

∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)

∂xi
δij = 0 (6.106)

we obtain:

Ksirk
∂3vgk(x− y)

∂xj∂xr∂xs
= Ksirg

∂3vkg (x− y)

∂xj∂xr∂xs
= −∂

2ṗk(x− y)

∂xi∂xj
(6.107)

In this way, equation (6.105) can be rewritten as:

∂ṗ(y)

∂yi
=

∫
∂Din

[
Kjklm

∂2ṗk(x− y)

∂xi∂xj
+

−Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.108)

and using the function F (x− y) defined by (6.99) (or equivalently by (6.100)),
the above relation becomes

∂ṗ(y)

∂yi
=

∫
∂Din

[
Kjklm

∂2ṗk(x− y)

∂xi∂xj
− ∂F (x− y)

∂xi
δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.109)

which now can be directly integrated with respect to the variable yi through
a change of sign15 , allowing us to obtain the incremental mean stress field
produced by a dislocation:

ṗ(y) = −
∫
∂Din

[
Kjklm

∂ṗk(x− y)

∂xj
− F (x− y)δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.110)

15 See note 14 on the preceding page.
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Figure 6.3: Reference system for the circular inclusion with radius a, subject to an initial trans-
formation corresponding to an homothetic expansion (or contraction) vP

i (x) = βxi,
meaning a purely volumetric dilatational Eulerian strain.

6.5 Example: the circular inclusion

We consider an infinite, incompressible, anisotropic medium subject to a
prestress and including a circular inclusion with radius a, defined by the region

Din =
{

(x1, x2) | x2
1 + x2

2 ≤ a2
}

(6.111)

and its boundary (surface) is

∂Din =
{

(x1, x2) | x2
1 + x2

2 = a2
}

(6.112)

Such inclusion is subject to an initial, incremental, uniform, and volume chang-
ing deformation gradient∇xvP. We assume that this gradient corresponds to
an homothetic expansion (or contraction) of the inclusion, meaning a purely
volumetric dilatational Eulerian strain, namely:

∂vP
i (x)

∂xj
= βδij (6.113)

with β ∈ R+ \ { 0 } and the initial incremental displacement associated to this
transformation is

vP
i (x) = βxi (6.114)
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Since this is a problem in the plane, we observe that the trace of the displacement
gradient is equal to:

∂vP
i (x)

∂xi
= 2β (6.115)

The reference system is illustrated in Figure 6.3. The inclusion has its centre
coincident with origin of the reference system Ox1x2; the source point x, lying
on the surface of the inclusion, and its relative normal vector have the following
coordinates

x = { a cos θ , a sin θ } (6.116a)

n = { cos θ , sin θ } (6.116b)

The point y lies outside the inclusion and we want to evaluate the incremental
displacement and mean stress fields at this points. The distance between the
source point x and the generic point of the matrix y is defined as:

s = d(x,y) = |x− y| =
√

(a cos θ − y1)2 + (a sin θ − y2)2 (6.117)

6.5.1 Incremental displacement field

The inclusion formulation

The incremental displacement field of the inclusion described in Section 6.1
is given by (6.29), reported here:

vg(y) =

∫
∂Din

Kijkl
∂vP

l (x)

∂xk
vgj (x− y)ni dSx+

+

∫
Din

ṗg(x− y)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.118)
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Taking into account the geometry of the problem (equations (6.111), (6.112), (6.116))
and relations (6.113) and (6.115), the above expression becomes

vg(y) =

∫ 2π

0

Kijklβδlkvgj (x− y)niadθ+

+

∫ a

0

∫ 2π

0

ṗg(x− y)(2β)a dθ da (6.119)

namely

vg(y) = βa

∫ 2π

0

Kijllvgj (x− y)ni dθ + βa2

∫ 2π

0

ṗg(x− y) dθ (6.120)

since ∫ a

0

∫ 2π

0

ṗg(x− y)a dθ da =
a2

2

∫ 2π

0

ṗg(x− y) dθ (6.121)

The first integrand can be manipulated as follows:

Kijllvgjni = (Kij11 +Kij22)vgjni =

= (K1j11 +K1j22)vgjn1 + (K2j11 +K2j22)vgjn2 =

= (K1111 +K1122)vg1n1 + (K1211 +K1222)vg2n1+

+ (K2111 +K2122)vg1n2 + (K2211 +K2222)vg2n2 (6.122)

but from constitutive equations we have K1211,K1222,K2111,K2122 = 0, so that
the above relation reduces to:

Kijllvgj (x− y)ni = −
(σ

2
+ p
)
vg1(x− y)n1 +

(σ
2
− p
)
vg2(x− y)n2 (6.123)

Using the dimensionless parameters η and κ we observe that

σ

2
± p = µ(κ± η) (6.124)

so that equation (6.123) can be rewritten as

Kijllvgj (x− y)ni = µ
[
−(κ+ η)vg1(x− y)n1 + (κ− η)vg2(x− y)n2

]
(6.125)

Consequently, the general expression for the incremental displacement field
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produced by the circular inclusion is

vg(y) = µβa

∫ 2π

0

[
−(κ+ η)vg1(x− y) cos θ + (κ− η)vg2(x− y) sin θ

]
dθ+

+ βa2

∫ 2π

0

ṗg(x− y) dθ (6.126)

The dislocation formulation

The displacement field produced by the inclusion can be determined by
exploiting the dislocation formulation illustrated in Section 6.2; in particular,
the incremental displacement field is given by (6.55), namely:

vg(y) =

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vgj (x− y)

∂xi
+ ṗg(x− y)δkl

]
vP
l (x)nk dVx (6.127)

If we take into account the geometry of the problem, we have

vg(y) = βa

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vgj (x− y)

∂xi
+ ṗg(x− y)δkl

]
xlnk dθ (6.128)

Since

Kijkl
∂vgj
∂xi

= K1jkl

∂vgj
∂x1

+K2jkl

∂vgj
∂x2

=

= K11kl
∂vg1
∂x1

+K12kl
∂vg2
∂x1

+K21kl
∂vg1
∂x2

+K22kl
∂vg2
∂x2

(6.129)

the integrand can be manipulated as follows:

[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk =

[
K111l

∂vg1
∂x1

+K121l
∂vg2
∂x1

+K211l
∂vg1
∂x2

+

+K221l
∂vg2
∂x2

+ ṗgδ1l

]
xln1 +

[
K112l

∂vg1
∂x1

+K122l
∂vg2
∂x1

+

+K212l
∂vg1
∂x2

+K222l
∂vg2
∂x2

+ ṗgδ2l

]
xln2 (6.130)
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A further expansion provides

[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk =

[
K1111

∂vg1
∂x1

+K1211
∂vg2
∂x1

+K2111
∂vg1
∂x2

+

+K2211
∂vg2
∂x2

+ ṗg
]
x1n1 +

[
K1112

∂vg1
∂x1

+K1212
∂vg2
∂x1

+K2112
∂vg1
∂x2

+

+K2212
∂vg2
∂x2

]
x2n1 +

[
K1121

∂vg1
∂x1

+K1221
∂vg2
∂x1

+K2121
∂vg1
∂x2

+

+K2221
∂vg2
∂x2

]
x1n2 +

[
K1122

∂vg1
∂x1

+K1222
∂vg2
∂x1

+K2122
∂vg1
∂x2

+

+K2222
∂vg2
∂x2

+ ṗg
]
x2n2 (6.131)

but from constitutive equations we have K1211,K1222,K2111,K2122 = 0, so that
the above relation reduces to:[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk =

[
K1111

∂vg1
∂x1

+K2211
∂vg2
∂x2

+ ṗg
]
x1n1+

+

[
K1212

∂vg2
∂x1

+K2112
∂vg1
∂x2

]
x2n1 +

[
K1221

∂vg2
∂x1

+K2121
∂vg1
∂x2

]
x1n2+

+

[
K1122

∂vg1
∂x1

+K2222
∂vg2
∂x2

+ ṗg
]
x2n2 (6.132)

namely

[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk =

[(
µ∗ −

σ

2
− p
) ∂vg1
∂x1
− µ∗

∂vg2
∂x2

]
a cos2 θ+

+

[(
2µ+

σ

2
− p
) ∂vg2
∂x1

+
(

2µ− σ

2
− p
) ∂vg1
∂x2

]
a cos θ sin θ+

+

[(
µ∗ +

σ

2
− p
) ∂vg2
∂x2
− µ∗

∂vg1
∂x1

]
a sin2 θ + ṗga (6.133)
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If we simplify the above expression, we have

[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk = a

[(
µ∗ −

σ

2
− p
)

cos2 θ − µ∗ sin2 θ

]
∂vg1
∂x1

+

+
a

2

[(
2µ+

σ

2
− p
) ∂vg2
∂x1

+
(

2µ− σ

2
− p
) ∂vg1
∂x2

]
sin(2θ)+

+ a

[(
µ∗ +

σ

2
− p
)

sin2 θ − µ∗ cos2 θ

]
∂vg2
∂x2

+ ṗga (6.134)

and using the dimensionless parameters:

[
Kijkl

∂vgj
∂xi

+ ṗgδkl

]
xlnk = µa

[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ

]∂vg1
∂x1

+

+
µa

2

[
(2 + κ− η)

∂vg2
∂x1

+ (2− κ− η)
∂vg1
∂x2

]
sin(2θ)+

+ µa
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ

]∂vg2
∂x2

+ ṗga (6.135)

Finally, the general expression for the incremental displacement field produced
by a circular inclusion, obtained through the dislocation formulation, is

vg(y) = µβa2

∫ 2π

0

{[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ

]∂vg1(x− y)

∂x1
+

+
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ

]∂vg2(x− y)

∂x2
+

2 + κ− η
2

sin(2θ)
∂vg2(x− y)

∂x1
+

+
2− κ− η

2
sin(2θ)

∂vg1(x− y)

∂x2
+
ṗg(x− y)

µ

}
dθ (6.136)

and this is an alternative expression to (6.126).
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6.5.2 Incremental mean stress field

The inclusion formulation

The incremental mean stress field of the inclusion described in Section 6.3 is
given by (6.103), namely:

ṗ(y) = −
∫
∂Din

Kjklm
∂vP

m(x)

∂xl
ṗk(x− y)nj dSx+

+

∫
Din

F (x− y)
∂vP

m(x)

∂xm
dVx (6.137)

Taking into account the geometry of the problem (equations (6.111), (6.112), (6.116))
and relations (6.113) and (6.115), the above expression becomes

ṗ(y) = −βa
∫ 2π

0

Kjklmδmlṗk(x− y)nj dθ+

+ 2β

∫ a

0

∫ 2π

0

F (x− y)a dθ da (6.138)

Recalling equation (6.121) and observing that the first integrand can be rewritten
as16

Kjkmmṗk(x− y)nj = −µ(κ+ η)ṗ1(x− y)n1 + µ(κ− η)ṗ2(x− y)n2 (6.139)

In this way, the general expression for the incremental mean stress field pro-
duced by a circular inclusion is

ṗ(y) = −µβa
∫ 2π

0

[
−(κ+ η)ṗ1(x− y) cos θ + (κ− η)ṗ2(x− y) sin θ

]
dθ+

+ βa2

∫ 2π

0

F (x− y) dθ (6.140)

16 To understand this point, one can observe the steps between expressions (6.122) and (6.125),
and then adapt them to the first integrand of equation (6.138).
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The dislocation formulation

If we use the dislocation formulation described in Section 6.4, the incremental
mean stress field given by (6.110) is

ṗ(y) = −
∫
∂Din

[
Kjklm

∂ṗk(x− y)

∂xj
− F (x − y)δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.141)

and if we adapt it to the geometry of this problem, we have

ṗ(y) = −βa
∫ 2π

0

[
Kjklm

∂ṗk(x− y)

∂xj
− F (x− y)δlm

]
xmnl dθ (6.142)

Similarly to the previous Subsection, we can observe that the integrand can be
rewritten as:[

Kjklm
∂ṗk

∂xj
− Fδlm

]
xmnl = aµ

[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ

] ∂ṗ1

∂x1
+

+
aµ

2

[
(2 + κ− η)

∂ṗ2

∂x1
+ (2− κ− η)

∂ṗ1

∂x2

]
sin(2θ)+

+ aµ
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ

] ∂ṗ2

∂x2
− aF (6.143)

so that the alternative general expression for the incremental mean stress field
produced by a circular inclusion is

ṗ(y) = −µβa2

∫ 2π

0

{[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ

] ∂ṗ1(x− y)

∂x1
+

+
1

2

[
(2 + κ− η)

∂ṗ2(x− y)

∂x1
+ (2− κ− η)

∂ṗ1(x− y)

∂x2

]
sin(2θ)+

+
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ

] ∂ṗ2(x− y)

∂x2
− F (x− y)

µ

}
dθ (6.144)
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6.5.3 A particular case: the absence of prestress

We can immediately observe that in case of null prestress (p = 0 and σ = 0,
namely κ = 0 and η = 0) the solutions (6.126) and (6.140) reduce to:

vg(y) = βa2

∫ 2π

0

ṗg(x− y) dθ (6.145a)

ṗ(y) = 4µ2βa2ξ(1− ξ)
∫ 2π

0

∂2v1
1(x− y)

∂x2
1

dθ (6.145b)

when using the inclusion formulation, while using the dislocation formulation
the equations (6.136) and (6.144) reduce to:

vg(y) = µβa2

∫ 2π

0

{
ξ

[
∂vg1(x− y)

∂x1
− ∂vg2(x− y)

∂x2

]
cos(2θ)+

+

[
∂vg1(x− y)

∂x2
+
∂vg2(x− y)

∂x1

]
sin(2θ) +

ṗg(x− y)

µ

}
dθ (6.146)

and

ṗ(y) = −µβa2

∫ 2π

0

{
ξ

[
∂ṗ1(x− y)

∂x1
− ∂ṗ2(x− y)

∂x2

]
cos(2θ)+

+

[
∂ṗ2(x− y)

∂x1
+
∂ṗ1(x− y)

∂x2

]
sin(2θ)− F (x− y)

µ

}
dθ (6.147)

respectively.

6.5.4 A particular case: linear isotropic elasticity without pre-
stress

In the case of linear isotropic elasticity without prestress (κ = 0, η = 0, ξ = 1)
we obtain the following incremental displacement

vg(y) = −βa
2

2π

∫ 2π

0

xg − yg
s2

dθ (6.148)
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but ∫ 2π

0

yg − (δ1g cos θ + δ2g sin θ)a

(a cos θ − y1)2 + (a sin θ − y2)2
dθ =

πyg
y2

1 + y2
2

(6.149)

so that

vg(y) =
βa2

2

yg
y2

1 + y2
2

=
βa2

2

yg

|y|2
(6.150)

Introducing a polar coordinate reference system, the point y is described as:

y = { |y| cosφ , |y| sinφ } (6.151)

from which

cosφ =
y1

|y|
(6.152a)

sinφ =
y2

|y|
(6.152b)

The radial displacement is defined as

vr = v1 cosφ+ v2 sinφ (6.153)

and inserting equations (6.150) and (6.152)

vr =
βa2

2

(
y1

|y|2
y1

|y|
+

y2

|y|2
y2

|y|

)
=
βa2

2|y|
(6.154)

The tangential displacement is defined as

vθ = −v1 sinφ+ v2 cosφ (6.155)

and inserting equations (6.150) and (6.152)

vθ =
βa2

2

(
− y1

|y|2
y2

|y|
+

y2

|y|2
y1

|y|

)
= 0 (6.156)

Therefore, the displacement field produced by a circular inclusion in the case
of linear isotropic (incompressible) elasticity without prestress is a radial field.
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(a) Incompressible isotropic material. (b) J2-deformation theory of plastic-
ity.

Figure 6.4: Modulus of the incremental displacement field near a circular inclusion in an infinite
medium. The inclusion has radius a and is subject to a purely dilatational strain. (a)
Isotropic, incompressible matrix material without prestress. (b) J2-deformation theory
of plasticity matrix material, prestressed near the elliptic boundary (N = 0.380; ε̂ =
0.657; ε̂E = 0.658). Note the strong effect of prestress, determining four localizations
of deformation, parallel to the shear band inclinations corresponding to ellipticity loss.

The elastic solution of Lamé is

ur(r) = ε0
a2

r
(6.157)

which coincides with solution (6.154).17 From the definition of the function
F (x− y), given by (6.100), we immediately observe that it vanishes for κ = 0,
η = 0, ξ = 1, so that the incremental mean stress in the case of linear isotropic
(incompressible) elasticity without prestress is equal to zero:

ṗ(y) = 0 (6.158)

Equation (6.136) has been used to generate the incremental solution shown
in Figure 6.4, for an isotropic elastic (with null prestress) matrix material ( 6.4a)
and for a J2-deformation theory matrix material uniformly deformed near
the boundary (but still within) the elliptic region ( 6.4b). The latter material,

17 Just define β = 2ε0 and r = |y| =
√
y2
1 + y2

2 .
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Figure 6.5: Infinite medium, including a straight edge dislocation dipole of finite length a and inclined
at a constant angle ψ with respect to the x1 axis.

with a hardening exponent N = 0.380, is pre-deformed at a logarithmic strain
ε̂ = 0.657, a value close to loss of ellipticity, occurring at ε̂E = 0.658.

The strong effect of prestress is evident from Figure 6.4 on the preceding
page, so that the incremental displacement fields are completely different and the
situation near the ellipticity loss shows the emergence of strongly localized
fields, focused parallel to the four shear band directions (for a J2-material with
N = 0.380 the shear bands are inclined at ±27.37° with respect to the x1 axis).

6.6 Example: the edge dislocation dipole

We consider an infinite, incompressible, anisotropic medium subject to
prestress and containing a straight edge dislocations dipole of finite length a and
Burgers vector b constant along the dislocation line18; we imagine that one of
the two dislocations is centered at the origin of the reference system O.

The geometry of the problem is illustrated in Figure 6.5, and we immediately
observe that the source point x, lying on the dipole line, has the following
coordinates

x = { ρ cosψ , ρ sinψ } (6.159)

where ρ ∈ [0, a] is the local coordinate starting from the origin O and following

18 Note that for the dislocation the initial transformation vP corresponds to the Burgers vector b,
namely, a jump in terms of incremental displacement along the dislocation line and parallel tho this
direction.
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the dislocation line, while the normal vector to the dipole line and the Burgers
vector can be expressed as:

n = { − sinψ , cosψ } (6.160a)

vP = b = b { cosψ , sinψ } (6.160b)

where b = |b|. Since the Burgers vector is assumed constant, we have a condition
of orthogonality between the normal n and b, namely

vP ⊥ n −→ vP
i ni = 0 (6.161)

The point y lies outside the dipole and in this point we want to evaluate the
incremental displacement and mean stess field. The distance between the source
point x and the generic point of the matrix y is defined as:

s = d(x,y) = |x− y| =
√

(ρ cosψ − y1)2 + (ρ sinψ − y2)2 (6.162)

6.6.1 Incremental displacement field

The incremental displacement field of the dislocation described in Section 6.2
is given by (6.55) which is reported below:

vg(y) =

∫
∂Din

[
Kijkl

∂vgj (x− y)

∂xi
+ ṗg(x− y)δkl

]
vP
l (x)nk dSx (6.163)

but due to the orthogonality between n and b, the above expression reduces to

vg(y) =

∫
∂Din

Kijkl
∂vgj (x− y)

∂xi
vP
l (x)nk dSx (6.164)

since
δklv

P
l (x)nk = vP

k(x)nk = 0 (6.165)

The integrand of equation (6.164) is similar to that illustrated in the previous
Section, therefore the relations (6.129)-(6.133) may still apply, but here the term
related to the Green’s mean stress vanishes and we must replace xl with vP

l . In
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particular, we have:

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk =

∂vgj
∂xi

[
Kij11v

P
1n1 +Kij12v

P
2n1 +Kij21v

P
1n2+

+Kij22v
P
1n2

]
(6.166)

namely

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk =

∂vg1
∂x1

[
K1111v

P
1n1 +K1112v

P
2n1 +K1121v

P
1n2 +K1122v

P
1n2

]
+

+
∂vg1
∂x2

[
K2111v

P
1n1 +K2112v

P
2n1 +K2121v

P
1n2 +K2122v

P
1n2

]
+

+
∂vg2
∂x1

[
K1211v

P
1n1 +K1212v

P
2n1 +K1221v

P
1n2 +K1222v

P
1n2

]
+

+
∂vg2
∂x2

[
K2211v

P
2n1 +K2212v

P
2n1 +K2221v

P
1n2 +K2222v

P
1n2

]
(6.167)

but from constitutive equations we have K1211 = K1222 = K2111 = K2122 = 0,
so that the above expression reduces to:

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk =

∂vg1
∂x1

[
K1111v

P
1n1 +K1122v

P
1n2

]
+

+
∂vg1
∂x2

[
K2112v

P
2n1 +K2121v

P
1n2

]
+
∂vg2
∂x1

[
K1212v

P
2n1 +K1221v

P
1n2

]
+

+
∂vg2
∂x2

[
K2211v

P
2n1 +K2222v

P
1n2

]
(6.168)

Recalling equations (6.160), we have

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk = − b

2
sin(2ψ)

(
2µ∗ −

σ

2
− p
) ∂vg1
∂x1

+

+

[(
µ− σ

2

)
b cos2 ψ − (µ− p)b sin2 ψ

]
∂vg1
∂x2

+

[
(µ− p)b cos2 ψ+

−
(
µ+

σ

2

)
b sin2 ψ

]
∂vg2
∂x1

+
b

2
sin(2ψ)

(
2µ∗ +

σ

2
− p
) ∂vg2
∂x2

(6.169)
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and taking into account the incompressibility constraint19,

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk = b sin(2ψ)(p− 2µ∗)

∂vg1
∂x1

+

+ b

[(
µ− σ

2

)
cos2 ψ − (µ− p) sin2 ψ

]
∂vg1
∂x2

+

+ b

[
(µ− p) cos2 ψ −

(
µ+

σ

2

)
sin2 ψ

]
∂vg2
∂x1

(6.170)

If we use the dimensionless parameters ξ, η and κ, we observe that

µ− p = µ(1− η) (6.171a)

µ± σ

2
= µ(1± κ) (6.171b)

p− 2µ∗ = µ(η − 2ξ) (6.171c)

so that equation (6.170) can be rewritten as

Kijkl
∂vgj
∂xi

vP
l nk = µb(η − 2ξ) sin(2ψ)

∂vg1
∂x1

+ µb
[
(1− κ) cos2 ψ+

− (1− η) sin2 ψ
]∂vg1
∂x2

+ µb
[
(1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ

]∂vg2
∂x1

(6.172)

We define the following coefficients as functions of the inclination angle ψ of
the dipole, of the prestress and of the material parameters:

Ω1(ψ) = (η − 2ξ) sin(2ψ) (6.173a)

Ω2(ψ) = (1− κ) cos2 ψ − (1− η) sin2 ψ (6.173b)

Ω3(ψ) = (1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ (6.173c)

19 We recall that the incompressibility constraint is expressed as

∂vg2
∂x2

= −
∂vg1
∂x1
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and, finally, the incremental displacement field produced by a straight edge
dislocations dipole is:

vg(y, ψ) = µb

∫ a

0

[
Ω1(ψ)

∂vg1(y, ψ, ρ)

∂x1
+ Ω2(ψ)

∂vg1(y, ψ, ρ)

∂x2
+

+ Ω3(ψ)
∂vg2(y, ψ, ρ)

∂x1

]
dρ (6.174)

6.6.2 Incremental mean stress field

The incremental mean stress field of the dislocation described in Section 6.4
is given by (6.110), namely:

ṗ(y) = −
∫
∂Din

[
Kjklm

∂ṗk(x− y)

∂xj
− F (x− y)δlm

]
vP
m(x)nl dSx (6.175)

which, due to the orthogonality between n and b, reduces to

ṗ(y) = −
∫
∂Din

Kijkl
∂ṗj(x− y)

∂xi
vP
l (x)nk dSx (6.176)

In an analogous manner to that followed in (6.166)-(6.169), we can manipulate
the integrand of the above expression, thus obtaining:

Kijkl
∂ṗj

∂xi
vP
l nk = − b

2
sin(2ψ)

(
2µ∗ −

σ

2
− p
) ∂ṗ1

∂x1
+

+ b

[(
µ− σ

2

)
cos2 ψ − (µ− p) sin2 ψ

]
∂ṗ1

∂x2
+ b

[
(µ− p) cos2 ψ+

−
(
µ+

σ

2

)
sin2 ψ

]
∂ṗ2

∂x1
+
b

2
sin(2ψ)

(
2µ∗ +

σ

2
− p
) ∂ṗ2

∂x2
(6.177)

If we use the dimensionless parameters ξ, η and κ, we should add to rela-
tions (6.171) the following term:

2µ∗ ±
σ

2
− p = µ(2ξ ± κ− η) (6.178)

Luca Prakash Argani 177



6 | INCLUSION AND DISLOCATION PROBLEMS

so that equation (6.177) rewrites as:

Kijkl
∂ṗj

∂xi
vP
l nk =

µb

2
(κ+ η − 2ξ) sin(2ψ)

∂ṗ1

∂x1
+ µb

[
(1− κ) cos2 ψ+

− (1− η) sin2 ψ
]∂ṗ1

∂x2
+ µb

[
(1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ

]∂ṗ2

∂x1
+

+
µb

2
(κ− η + 2ξ) sin(2ψ)

∂ṗ2

∂x2
(6.179)

As in the previous Subsection, we introduce some other coefficients as functions
of the inclination angle ψ of the dipole, of the prestress and of the material
parameters:

Ω4(ψ) =
1

2
(κ+ η − 2ξ) sin(2ψ) (6.180a)

Ω5(ψ) =
1

2
(κ− η + 2ξ) sin(2ψ) (6.180b)

and, finally, the incremental mean stress field produced by a straight edge disloca-
tions dipole is:

ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a

0

[
Ω2(ψ)

∂ṗ1(y, ψ, ρ)

∂x2
+ Ω3(ψ)

∂ṗ2(y, ψ, ρ)

∂x1
+

+ Ω4(ψ)
∂ṗ1(y, ψ, ρ)

∂x1
+ Ω5(ψ)

∂ṗ2(y, ψ, ρ)

∂x2

]
dρ (6.181)

6.6.3 A particular case: the absence of prestress

We immediately observe that in the case of null prestress (p = 0 and σ = 0,
namely κ = 0 and η = 0) the solutions (6.174) and (6.181) reduce to:

vg(y, ψ) = µb

∫ a

0

{
−2ξ sin(2ψ)

∂vg1(y, ψ, ρ)

∂x1
+

+

[
∂vg1(y, ψ, ρ)

∂x2
+
∂vg2(y, ψ, ρ)

∂x1

]
cos(2ψ)

}
dρ (6.182)
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and

ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a

0

{[
∂ṗ1(y, ψ, ρ)

∂x2
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)

∂x1

]
cos(2ψ)+

− ξ
[
∂ṗ1(, ψ)

∂x1
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)

∂x2

]
sin(2ψ)

}
dρ (6.183)

respectively.

6.6.4 A particular case: linear isotropic elasticity without pre-
stress

In the case of linear isotropic elasticity without prestress (κ = 0, η = 0, ξ = 1)
and considering the dipole lying on the x1 axis, namely ψ = 0, we obtain:

vg(y, ψ) = µb

∫ a

0

[
∂vg1(y, ψ, ρ)

∂x2
+
∂vg2(y, ψ, ρ)

∂x1

]
dρ (6.184a)

ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a

0

[
∂ṗ1(y, ψ, ρ)

∂x2
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)

∂x1

]
dρ (6.184b)

The derivatives of the Green’s functions for the linear elastic isotropic incom-
pressible material, in a plane strain condition, are:

∂v1
1(x− y)

∂x2
= − (x2 − y2)

4πµs4

[
3(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

]
(6.185a)

∂v2
2(x− y)

∂x1
= − (x1 − y1)

4πµs4

[
(x1 − y1)2 + 3(x2 − y2)2

]
(6.185b)

∂v1
2(x− y)

∂x1
= − (x2 − y2)

4πµs4

[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

]
=
∂v2

1

∂x1
(6.185c)

∂v2
1(x− y)

∂x2
=

(x1 − y1)

4πµs4

[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

]
=
∂v1

2

∂x2
(6.185d)

for the displacement, while for the mean stress we have:

∂ṗ1(x− y)

∂x2
=
∂ṗ2(x− y)

∂x1
=

(x1 − y1)(x2 − y2)

πs4
(6.186)
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Noting that

∂v1
1(x− y)

∂x2
+
∂v1

2(x− y)

∂x1
= − (x1 − y1)2(x2 − y2)

πs4
(6.187a)

∂v2
1(x− y)

∂x2
+
∂v2

2(x− y)

∂x1
= − (x1 − y1)(x2 − y2)2

πs4
(6.187b)

and taking into account that ψ = 0, equations (6.184a) become:

v1(y) = − b
π

∫ a

0

(x1 − y1)2(x2 − y2)

s4
dx1 =

=
by2

π

∫ a

0

(x1 − y1)2[
(x1 − y1)2 + y2

2

]2 dx1 (6.188)

and

v2(y) = − b
π

∫ a

0

(x1 − y1)(x2 − y2)2

s4
dx1 =

= −by
2
2

π

∫ a

0

x1 − y1[
(x1 − y1)2 + y2

2

]2 dx1 (6.189)

for the components along x1 and x2 respectively. The primitives of the inte-
grands appearing in (6.188) and in (6.189) are:∫

(x1 − y1)2[
(x1 − y1)2 + y2

2

]2 dx1 =
1

2y2
arctan

(
x1 − y1

y2

)
+

− x1 − y1

(x1 − y1)2 + y2
2

+ const1 (6.190)

and ∫
x1 − y1[

(x1 − y1)2 + y2
2

]2 dx1 = −1

2

1

(x1 − y1)2 + y2
2

+ const2 (6.191)
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so that

v1 =
b

2π

[
arctan

(
x1 − y1

y2

)
− 2(x1 − y1)y2

(x1 − y1)2 + y2
2

+ const3

]x1=a

x1=0

(6.192a)

v2 =
b

2π

[
y2

2

(x1 − y1)2 + y2
2

+ const4

]x1=a

x1=0

(6.192b)

where

const3 =
by2

π
const1 (6.193a)

const4 = −by
2
2

π
const2 (6.193b)

We require that v1(y1, 0) = 0, so that

b

2π

(π
2

+ const3
)

= 0 −→ const3 = − b
4

(6.194)

Furthermore, we note that

arctan

(
x1 − y1

y2

)
− π

2
= arctan

(
y2

x1 − y1

)
(6.195)

In equation (6.192b) we choose the constant

const4 = −1

2
(6.196)

that corresponds to a rigid body motion, and yields:

y2
2

(x1 − y1)2 + y2
2

− 1

2
=

1

2

y2
2 − (x1 − y1)2

(x1 − y1)2 + y2
2

(6.197)

which is an expression symmetric in the variables y1 and y2. Concerning the
mean stress, we observe that

∂ṗ1(x− y)

∂x2
+
∂ṗ2(x− y)

∂x1
= 2

(x1 − y1)(x2 − y2)

πs4
(6.198)
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therefore equation (6.184b) becomes:

ṗ(y) =
2µby2

π

∫ a

0

(x1 − y1)[
(x1 − y1)2 + y2

2

]2 dx1 (6.199)

which can be easily integrated. Finally, the displacement field produced by a
straight edge dislocations dipole, aligned with x1 axis and included inside a linear
elastic isotropic incompressible material, is

v1 =
b

2π

[
arctan

(
y2

x1 − y1

)
− 2(x1 − y1)y2

(x1 − y1)2 + y2
2

]x1=a

x1=0

(6.200a)

v2 = − b

4π

[
(x1 − y1)2 − y2

2

(x1 − y1)2 + y2
2

]x1=a

x1=0

(6.200b)

while the mean stress field is

ṗ(y) = −µby2

π

[
1

(x1 − y1)2 + y2
2

]x1=a

x1=0

(6.201)

Note that equations (6.200) and (6.201) correspond to the solutions given in
literature [14] through superposition of the effects of two single dislocations
embedded in an infinite medium.

6.6.5 The solution along the dislocation line

The displacement and mean stress fields can be explicitly evaluated along
the dislocation line through equations (6.174) and (6.181) and the following
considerations on the Green’s function structure. From Figure 6.5 on page 173,
the point y admits this representation:

y = { w cosφ ,w sinφ } (6.202)

and if we go on the dislocation line, namely for φ = ψ with ψ constant, the new
coordinates are

y = (ρ+ z) { cosψ , sinψ } = ρy { cosψ , sinψ } (6.203)
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(a) Reference system. (b) ψ = 0.

(c) ψ = π/6. (d) ψ = π/6.

(e) ψ = π/6. (f ) ψ = π/6.

Figure 6.6: The (level sets of the modulus of incremental) displacement field produced by the
emission of a straight edge dislocation dipole (of length a and inclination ψ with respect
to the x1 axis of orthotropy, see the geometrical setting in (a)) in a (J2-deformation
theory) plastic material, homogeneously deformed until near the elliptic boundary.
These images have been obtained assuming a hardening parameters N = 0.363 and a
deformation ε̂ = 0.610.
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0 a
ρy

vg(ρy , ψ)

(a) Qualitative behaviour of vg(ρy , ψ).

0 a
ρy

ṗ(ρy , ψ)

(b) Qualitative behaviour of ṗ(ρy , ψ).

Figure 6.7: Qualitative behaviour representation of the solutions in terms of incremental displace-
ment (6.209) and of incremental mean stress (6.210) along the dislocation line.

where ρy = ρ+ z denotes the distance of point y along the dislocation line, start-
ing from the origin O; in this particular case (corresponding to the assumption
ε = 0) the mutual distance between points x and y defined by (6.162) can be
expressed as

s = |x− y| = z (6.204)

These elements allow us to rewrite the gradients of the Green’s functions for the
incremental displacement and mean stress as functions of the mutual distance z
as

∂vgi (z, ψ)

∂xj
=

1

z

∂v̄gi (ψ)

∂xj
(6.205a)

∂ṗg(z, ψ)

∂xj
=

1

z2

∂ ˙̄pg(ψ)

∂xj
(6.205b)

where v̄gi and ˙̄pg are functions only of the variable ψ. In this form, namely
with an explicit dependence on z, it is possible to perform the integration on ρ
through a change of variable. In particular, we observe that:∫ a

0

dρ

z
=

∫ a

0

dρ

ρy − ρ
=
[
− ln(ρy − ρ)

]ρ=a
ρ=0

= ln

(
ρy

ρy − a

)
(6.206)
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and, analogously,∫ a

0

dρ

z2
=

∫ a

0

dρ

(ρy − ρ)2
=

1

ρy − ρ

∣∣∣∣ρ=a
ρ=0

=
a

(ρy − a)ρy
(6.207)

in which we assume the following definition interval:

ρy ∈ (−∞, 0) ∪ (a,+∞) (6.208)

Finally, the incremental displacement and mean stress fields along the disloca-
tion line are:

vg(ρy, ψ) = µb ln

(
ρy

ρy − a

)[
Ω1(ψ)

∂v̄g1(ψ)

∂x1
+ Ω2(ψ)

∂v̄g1(ψ)

∂x2
+

+ Ω3(ψ)
∂v̄g2(ψ)

∂x1

]
(6.209)

and

ṗ(ρy, ψ) = − µba

(ρy − a)ρy

[
Ω2(ψ)

∂ ˙̄p1(ψ)

∂x2
+ Ω3(ψ)

∂ ˙̄p2(ψ)

∂x1
+ Ω4(ψ)

∂ ˙̄p1(ψ)

∂x1
+

+ Ω5(ψ)
∂ ˙̄p2(ψ)

∂x2

]
(6.210)

respectively. Note that the incremental displacement and mean stress fields
exhibit essentially different asymptotic behaviours at the dislocation tips (near
both points, ρy = 0 and ρy = a). In fact, as one can expect, the displacement
field shows a logarithmic singularity (similar to that found by Eshelby [14],
Figure 6.7a on the preceding page), whereas the mean stress displays a 1/z

singularity (Figure 6.7b on the facing page).

6.7 The numerical treatment of the boundary inte-
gral equations

The numerical treatment of the boundary integral equations (6.174) and (6.181)
involves a Cauchy-type integral, for equation (6.174), and a hypersingular inte-
gral, for equation (6.181). The use of these equations implies the knowledge of
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the gradient of the Green’s function for incremental displacement and for incre-
mental in-plane mean stress; the former has been given by Bigoni & Capuani [1]
and will not be repeated, while the latter can be obtained using equations (48)
and (62) given by Bigoni & Capuani [1], so that we arrive at the final expressions

ṗg,j =
1

2πs4

[
1− k

1 + k

1

γ
δ1g
1

√
−γ2 + γ

δ1g
2

√
−γ1

]{
(δ1gδ1j − δ2gδ2j)

×
[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

]
+ 2(δ1gδ2j + δ2gδ1j)(x1 − y1)(x2 − y2)

}
+

+
1

2π2(1 + k)

∫ π

0

ζgj(x,y, α) dα+
k

π2(1 + k)

∫ π
2

0

Ξgj(x,y, α) dα (6.211)

where ζgj(x,y, α) and Ξgj(x,y, α) are functions (not reported for brevity) of
the distance between the source point x, the generic point y and the angle α, as
defined by Bigoni & Capuani [1, Figure 1]; coefficients γ1 and γ2 are also defined
in Bigoni & Capuani [1, equation (15)]. Note also that δ1g , δ2g , δ1j and δ2j are all
Kronecker deltas (taking the values 0 and 1). Note that the term ζgj(x,y, α) is
related to the gradient of the Green’s hydrostatic nominal stress, whereas the
term Ξgj(x,y, α) is related to the second gradient of the Green’s velocity.

The numerical evaluation of the boundary integral equation (6.174) requires
the following treatment. First, we introduce the reference system shown in
Figure 6.5 on page 173, where

x = { ρ cosψ , ρ sinψ } (6.212a)

y = { w cosφ ,w sinφ } (6.212b)

and

φ = arctan

(
y2

y1

)
(6.213a)

w =
√
y2

1 + y2
2 (6.213b)

so that

y1 − x1 = (ρy − ρ) cosψ − ε sinψ (6.214a)

y2 − x2 = (ρy − ρ) sinψ + ε cosψ (6.214b)
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where ε can become a small parameter, and

ε = w sin(φ− ψ) (6.215a)

ρy = w cos(φ− ψ) (6.215b)

We introduce the change of variables

z = ρy − ρ (6.216)

so that

y1 − x1 = z cosψ − ε sinψ (6.217a)

y2 − x2 = z sinψ + ε cosψ (6.217b)

Note from Figure 6.5 on page 173 that, whereas the source point x ranges along
the dislocation line ρ ∈ [0, a], point y is arbitrary. Therefore the variable z (does
not) vanishes for all y whose projections lie (out-) in-side the dislocation line
(ρy /∈ (0, a)) ρy ∈ (0, a), so that the problem in managing equations (6.174)
and (6.181) occurs when ρy ∈ (0, a). In this situation, ε can be made arbitrarily
small, but different from zero, whereas variable z can be expanded around zero.

Using (6.216), the integrals involved in (6.174) can be written in the following
form:

ṽ =

∫ ρy

ρy−a

z ± ε
z2 + ε2

G(ε, z) dz (6.218)

where

G(ε, z) =

∫ π
2

0

∆(ε, z, α) dα (6.219)

in which function ∆(ε, z, α) takes a complicated expression, not reported for
brevity. Therefore, a Taylor series expansion of function ∆(ε, z, α) in the variable
z yields

∆(ε, z, α) = ∆̃(ε, z, α) +O(z2) (6.220)

where

∆̃(ε, z, α) = ∆(ε, 0, α) +
∂∆(ε, z, α)

∂z

∣∣∣∣
z=0

z (6.221)
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so that function G(ε, z) can be regularized as

G(ε, z) =

∫ π
2

0

[
∆(ε, z, α)− ∆̃(ε, z, α)

]
dα+

∫ π
2

0

∆(ε, 0, α) dα+

+ z

∫ π
2

0

∂∆(ε, z, α)

∂z

∣∣∣∣
z=0

dα (6.222)

where the derivative of function ∆(ε, z, α) in the variable z can be easily cal-
culated (though it takes a complicated expression, which is not reported for
conciseness).

As a conclusion, instead of working with the integral (6.218), we can work
with its regularized version, written as

ṽ(ε, ρy) =

∫ ρy

ρy−a

z ± ε
z2 + ε2

{∫ π
2

0

[
∆(ε, z, α)− ∆̃(ε, z, α)

]
dα

}
dz+

+

[
z − ε arctan

(z
ε

)
± ε log

√
z2 + ε2

]z=ρy
z=ρy−a

∫ π
2

0

∂∆(ε, z, α)

∂z

∣∣∣∣
z=0

dα+

+

[
± arctan

(z
ε

)
+ log

√
z2 + ε2

]z=ρy
z=ρy−a

∫ π
2

0

∆(ε, 0, α) dα (6.223)

in which the singular terms have been explicitly evaluated. The integral equa-
tion for in-plane mean stress increment (6.181) can be treated in a way similar
to that used to obtain (6.223), which is used in Section 6.8 to produce numerical
values for the incremental displacement fields near a dislocation dipole.

6.8 Dislocation clustering in a metal near the ellip-
tic border

We are now in a position to explore the effect of prestress on a metal de-
formed near the elliptic boundary. For this purpose, we can use equation (6.174),
in the regularized version (6.223) for an edge dislocation dipole (which may
be thought of as a ‘super dislocation’, i.e. a collection of dislocations smeared
out along a certain direction) of length a, which is assumed to be nucleated in a
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Figure 6.8: Level sets of the modulus of the displacement field around a straight edge dislocations
dipole of length a in an infinite, incompressible elastic and isotropic medium without
prestress. Note the strong difference with the behaviour near the elliptic threshold
(Figure 6.6 on page 183).

J2–deformation theory material with a hardening parameter N = 0.363

Incremental displacement fields for a unit length Burgers vector, at a pre-
strain ε̂ = 0.610 (so that the material is close to the ellipticity threshold ε̂E =

0.642, but still within the elliptic region) are plotted in Figure 6.6 on page 183
for different inclinations ψ of the dipole with respect to the orthotropy axes (see
the sketch in Figure 6.6a on page 183).

Note that the dislocation solution depends on the parameter η, which has
been assumed equal to 0.490. The following inclinations have been considered:
ψ = { 0, π/6, π/4, π/3, π/2 }.

It is worth observing that the perturbation induced by a dislocation dipole
is different from that induced by a force dipole (as considered by Bigoni and
Capuani [1]). In fact force and dislocation dipoles produce similar effects only
in the far fields and only under the assumption that the prestress is absent [77].
A study on the connection between force and dislocation dipole is presented in
Appendix C.

In all cases reported in figure 6.6 on page 183, we observe the formation of
zones of intense deformation, aligned parallel to the inclination of the shear
bands (±27.37° with respect to the x1-axis), formally possible only at loss of ellip-
ticity. The response of the material far from the elliptic boundary is completely
different, as shown in Figure 6.8, pertaining to an isotropic incompressible
material at null prestress.

Because the dislocation activity is triggered by a rise in the shear stress,
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and this occurs for highly prestressed materials along the preferred directions
shown in Figure 6.6 on page 183, along these the dislocation activity tends to be
strongly promoted. Therefore, this activation will again generate an increment
in shear stress along the same directions, thus producing a sort of ‘cascade
effect’, which will cluster dislocation formation along shear bands. This effect
may explain the fact that the amount of slip taking place on active shear bands
may be up to three orders of magnitude greater than that produced by a single
dislocation [38].

We can now summarize the above discussion. Prestress has been shown
to be an important factor in the mechanics of dislocation clustering, in ductile
metals deformed near the shear band formation. A new solution for an edge
dislocation, valid for incremental non-linear elasticity, with the current state
taken as homogeneous, shows in fact emergence of highly localized deformation
patterns, when the material is deformed near the boundary of ellipticity loss,
which may trigger ‘cascade’ dislocation activation along shear band directions.
Although this conclusion is limited by the assumption of homogeneity of the
prestress (which is the only way to arrive at analytical solutions), it may correctly
model the situation when a dislocation dipole is emitted.
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Chapter 7
THREE-DIMENSIONAL GREEN’S

FUNCTIONS

The problem of the concentrated force in an infinite, incompressible,
anisotropic, elastic and prestressed material is generalized to the three
dimensional case. Some simple examples of force dipoles acting on an
axisymmetric infinite medium is reported in order to show the localization
of the deformation, arising from high level of prestress.

T
HE RESPONSE of a homogeneously deformed non-linear elastic solid to
a perturbing agent is the key to the investigation of several important
problems, such as for instance, bifurcation of an elastic block [2, 5],
or layered structures [42–45], wave propagation [46, 47], near-crack

stress field determination [48–51], and shear band development [32, 39]. In
these investigations the availability of an infinite-body Green’s function allows
the treatment of ‘complex’ problems (for instance, the stress field near a dislo-
cation in a prestressed solid; Argani et al. [16]) and permits the development
of boundary integral equations and the related boundary element techniques.
Despite its importance, the first Green’s function set for incompressible homoge-
neously deformed elastic solids has been provided by Willis [52] and explicitly
derived for two-dimensional elasticity by Bigoni & Capuani [1]. Later, Green’s
functions have been derived for time-harmonic problems [9, 53] and boundary
element formulations have been proposed [10, 29, 30]. However, all these re-
sults are restricted to plane elasticity, so that the only contribution valid for a
three-dimensional context still remains that of Willis [52].
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In this Chapter, infinite-body Green’s functions are derived for incremen-
tal displacement and incremental mean stress for a non-linear elastic incom-
pressible solid deformed homogeneously. Based on these Green’s functions,
the boundary integral equation set for the incremental response of a homo-
geneously prestressed elastic solid is derived, which provides the basis for
boundary element techniques. These results 1 generalize Bigoni & Capuani [1]
to three-dimensional elasticity and apply, as particular cases to Mooney-Rivlin
elasticity and J2-deformation theory of plasticity. The latter case allows for the
analysis of localized shear deformation as induced by a perturbing force dipole
in a three-dimensional elastic context. In this case, the incremental displace-
ments are shown to be localized along a cone (only in special cases with circular
cross section) of concentrated incremental shear strains, which differs from the
well-known planar shear band. This result may explain the well-known cup-
cone failure of ductile metal bars (see for instance Dieter [54]) and the conical
failure zone observed by Desrues et al. [55] in cylindrical specimen of granular
material. Moreover, it may be related to the mechanisms of conical fracturing
observed in brittle materials (glass, see Lawn [56], polycarbonate, Figure 1.2
on page 5) and rocks subject to impact (for instance, the shatter cones found
in shocked rocks near meteorite impact or underground nuclear test sites, see
French [57] and Sagy et al. [58]).

7.1 The Green’s functions set

In a relative Lagrangian description, an elastic body subject to prestress is
characterized by a linear relation (see Bigoni [77] for details) between the incre-
ment2 of the nominal stress tij and the gradient of the incremental displacement
vi,j

ṫij = Kijkl
∂vl
∂xk

+ ṗδij (7.1)

where δij is the Kronecker delta and ṗ denotes the incremental mean stress
(p = trT /3, where T is the Cauchy stress), which plays the role of a Lagrange
multiplier related to the incompressibility constraint, so that we require that the

1 The results presented in this Chapter can be applied as a particular case to the linearized
viscous flow of an incompressible orthotropic fluid, for which we give for the first time infinite body
Green’s function and boundary equation sets.

2 The increments are denoted with a superscript dot.
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velocity field vi is solenoidal
∂vk
∂xk

= 0 (7.2)

Note that the incremental constitutive tensor Kijkl does not possess the minor
symmetries, but the major symmetry, which comes from the existence of a
potential W (∇v) such that

Kijkl =
∂2W

∂[∇v]ji∂[∇v]lk
(7.3)

where
[∇v]ji =

∂vj
∂xi

(7.4)

and this assumption will be valid within this Chapter. The incremental equilib-
rium equations are

∂ṫij
∂xi

+ ḟj = 0 (7.5)

where ḟ is the increment of the body force.

The Green’s functions set is composed by the Green’s functions for the
incremental displacements vgi and for the incremental mean stress ṗg. The
Green’s stress is defined as

ṫgij = Kijkl
∂vgl
∂xk

+ ṗg (7.6)

and must satisfy the equilibrium equations

ṫgij
∂xi

+ δjgδ(x) = 0 (7.7)

where δ(x) is the three-dimensional delta function and x is the generic material
point.

Taking into account equation (7.6), the equilibrium equation (7.7) can be
rewritten as

Kijkl
∂2vgl
∂xk∂xi

+
∂ṗg

∂xj
+ δjgδ(x) = 0 (7.8)
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We exploit the plane wave expansion of the delta function, expressed as

δ(x) = − 1

8π2

∫
|ω|=1

δ
′′
(ω · x) dω (7.9)

and in an analogous manner, the plane wave expansion of the incremental
displacements and mean stresses are:

vgk(x) = − 1

8π2

∫
|ω|=1

v̂gk(ω · x) dω (7.10a)

ṗg(x) = − 1

8π2

∫
|ω|=1

p̂g(ω · x) dω (7.10b)

where (·)′ denotes the derivative with respect to the argument (ω · x). Due to
relations (7.9) and (7.10), the equilibrium equations (7.8) can be rewritten as:

Kijkl
∂2

∂xk∂xi

[
v̂gl (ω · x)

]
+

∂

∂xj

[
p̂g(ω · x)

]
+ δjgδ

′′
(ω · x) = 0 (7.11)

But since
∂(ωkxk)

∂xj
=
∂ωk
∂xj

xk + ωkδjk = ωj (7.12)

it follows that
∂

∂xi

[
v̂gl (ω · x)

]
= ωj

(
v̂gl
)′

(ω · x) (7.13)

and then

∂2

∂xk∂xi

[
v̂gl (ω · x)

]
= ωi

∂

∂xk

[(
v̂gl
)′

(ω · x)
]

= ωiωk
(
v̂gl
)′′

(ω · x) (7.14)

while
∂

∂xj

[
p̂g(ω · x)

]
= ωj

(
p̂g
)′

(ω · x) (7.15)

A substitution of equations (7.14) ans (7.15) into (7.11) yields:

ωiKijkl ωk
(
v̂gl
)′′

(ω · x) + ωj
(
p̂g
)′

(ω · x) + δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.16)
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We define the acoustic tensor Ajl(ω) as

Ajl(ω) = ωiKijkl ωk (7.17)

which is symmetric if Kijkl has the major symmetry; note that the Biot con-
stitutive framework satisfies this condition. Equation (7.16) can be rewritten
as:

Ajl(ω)
(
v̂gl
)′′

(ω · x) + ωj
(
p̂g
)′

(ω · x) + δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.18)

The incompressibility constraint (7.2) in the transformed domain becomes:

− 1

8π2

∫
|ω|=1

ωk
(
v̂gk
)′

(ω · x) dω = 0 (7.19)

If the above relation holds for every vector ω, then we have

ωk
(
v̂gk
)′

(ω · x) = 0 (7.20)

The derivative of (7.20) with respect to xs yields:

∂

∂xs

[
ωk
(
v̂gk
)′

(ω · x)
]

= ωkωs
(
v̂gk
)′′

(ω · x) = 0 (7.21)

Here we conclude that
ωk
(
v̂gk
)′′

(ω · x) = 0 (7.22)

since equation (7.21) must hold for every xs.

Within the elliptic regime, the acoustic tensor can be inverted (Akj(ω) ∈ Inv),
so that we can multiply equation (7.18) by Akj(ω)−1:

Akj(ω)−1Ajl(ω)
(
v̂gl
)′′

(ω · x) +Akj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′

(ω · x)+

+Akj(ω)−1δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.23)

namely(
v̂gl
)′′

(ω · x) +Akj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′

(ω · x) +Akg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.24)

Exploiting condition (7.22), which comes from incompressibility, we do a pro-

Luca Prakash Argani 195



7 | THREE-DIMENSIONAL GREEN’S FUNCTIONS

jection of the (7.24) on ω:

ωk
(
v̂gl
)′′

(ω · x)︸ ︷︷ ︸
=0

+ωkAkj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′

(ω · x)+

+ ωkAkg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.25)

so that
ωkAkj(ω)−1ωj

(
p̂g
)′

(ω · x) + ωkAkg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.26)

from which we can obtain the expression for the derivative of the incremental
mean stress (

p̂g
)′

(ω · x) = −
ωkA

−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′′
(ω · x) (7.27)

A substitution of equation (7.27) into (7.24) yields the second derivative of the
incremental displacement

(
v̂gk
)′′

(ω · x) =

[
A−1
kj (ω)ωj ωtA

−1
tg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

−A−1
kg (ω)

]
δ
′′
(ω · x) (7.28)

The integration of equations (7.27) and (7.28) and their antitransform leads to
the Green’s functions set for the incremental displacement field of an elastic, anisotropic,
incompressible material subject to prestress

vgk(x) = − 1

8π2r

∫
|ω|=1

[
A−1
kj (ω)ωj ωtA

−1
tg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

−A−1
kg (ω)

]
δ(ω · er) dω (7.29)

and for the incremental mean stress

ṗg(x) =
1

8π2r2

∫
|ω|=1

ωkA
−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′
(ω · er) dω (7.30)

where
r = |x| (7.31)

while er is the unit vector associated to the vector x, namely

er =
x

r
(7.32)
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and we used the well-known property of the delta function

δ
′
(ω · x) =

1

r2
δ
′
(ω · er) (7.33)

reported, for instance, in Gel’fand e Shilov [59, p. 213, equation (20)].

From equation (7.29) we can immediately note the symmetry between the
indexes k and g that holds for the incremental displacement field:

vgk(x) = vkg (x) (7.34)

and this is a consequence of the symmetry of the acoustic tensor Aij(ω), which
arises from the major symmetry of Kijkl.

If we employed the following:

Ṡij = Gijkl
∂vk
∂xl

+ ṗδij (7.35a)

∂Ṡij
∂xj

+ ḟi = 0 (7.35b)

(where Ṡij = ṫji is the increment of the fist Piola-Kirchhoff stress tensor) instead
of the constitutive equation (7.3) and of the equilibrium equation (7.1), the
Green’s functions (7.29) and (7.30) would not change, but the acoustic tensor
would chang its definition to:

Aik(ω) = ωjGijkl ωl (7.36)

In the transformed domain, the Green’s function for the incremental dis-
placement field can be written as

v̂gk =
1

r
Vgk(ω)δ(ω · er) (7.37)

where

Vgk(ω) =
A−1
kj (ω)ωj ωtA

−1
tg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

−A−1
kg (ω) (7.38)
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The gradient of the incremental displacements can be calculated as

∂v̂gk
∂xl

=
1

r2
Dgkl(ω)δ

′
(ω · er) (7.39)

where
Dgkl(ω) = ωlVgk(ω) (7.40)

so that, the antitransform yields the integral equation for the gradient of the incre-
mental displacement field

∂vgk(x)

∂xl
= − 1

8π2r2

∫
|ω|=1

Dgkl(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.41)

7.2 Boundary integral equations for homogeneously
prestressed three-dimensional solids

The boundary integral equation for the incremental displacement of a uni-
formly prestressed non-linear elastic body subject to mixed boundary conditions
has been given by Bigoni & Capuani [1], with reference to a two-dimensional
deformation. However, their result can be immediately generalized to three-
dimensional deformation. In fact, with reference to a uniformly prestressed
body subject to the following incremental boundary conditions holding on
non-overlapping regions ∂Bv and ∂Bτ of the boundary ∂B{

v = v̄ on ∂Bv

ṫijni = τ̇j on ∂Bτ
(7.42)

the Betti identity written on incremental fields yields for the incremental dis-
placement of point y on the boundary ∂B

vj(y)Cgj (y) =

∫
∂B

[
ṫijniv

g
j (x,y)− ṫgij(x,y)nivj

]
dSx (7.43)

where
Cgj (y) = lim

ε→0

∫
∂Cε

ṫgij(x,y)ni dSx (7.44)
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is the C-matrix defined in the limit of vanishing radius ε of the sphere Cε. Note
that for points y interior to the region B we have Cgj = δgj , so that the boundary
integral equation for incremental displacements is obtained

vg(y) =

∫
∂B

[
ṫijniv

g
j (x,y)− ṫgij(x,y)nivj

]
dSx (7.45)

Although equations (7.43)–(7.45) are formally identical to equations (57)–(59) of
Bigoni & Capuani [1], so that their derivation is immediate, the boundary inte-
gral equation for the incremental mean stress ṗ(y) requires a complex derivation
(since the result shown in Appendix B of Bigoni & Capuani [1] is strictly limited
to two-dimensional deformation), which is provided in the following through
the introduction of an ad hoc potential Φ.

7.2.1 Boundary integral equations for the incremental mean
stress

The boundary integral equation for the mean stress increment ṗ(y) is the
necessary complement to the equation for incremental displacements (7.45).
This can be obtained with reference to the incremental mixed boundary value
problem (7.42), through a double differentiation of equation (7.45) with respect
to y and use of the incremental equilibrium equations (7.5) with null body forces
to obtain

ṗ,h(y) = −
∫
∂B

Knhsg
[
ṫijniv

g
j,sn(x,y)− ṫgij,sn(x,y)nivj

]
dSx (7.46)

Repeated use of the incremental equilibrium equations (7.5) yields

ṗ,h(y) =

∫
∂B

[
ṫigniṗ

g
,h(x,y)− nivjKijkgṗg,hk(x,y)+

+ niviKnhsgṗg,sn(x,y)
]

dSx (7.47)

which, introducing the potential Φ defined as

Ksirg ṗg,rs = Φ,i (7.48)
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becomes

ṗ,h(y) =

∫
∂B

[
ṫigniṗ

g
,h(x,y)− nivjKijkgṗg,hk(x,y)+

+ niviΦ,h(x,y)
]

dSx (7.49)

Equation (7.49) can be integrated to obtain the boundary integral equation for the
incremental mean stress

ṗ(y) =

∫
∂B

[
ṫigniṗ

g(x,y)− nivjKijkgṗg,k(x,y) + niviΦ(x,y)
]

dSx (7.50)

complementing equation (7.45) and thus providing the boundary integral equa-
tion set for incompressible, prestressed elasticity. Now the existence of potential
Φ and its form have to be determined.

7.3 Existence of a scalar potential

In Section 6.3 we demonstrated that within a plane constitutive framework
the following relation holds:

Ksirg
∂2ṗg(x− y)

∂xr∂xs
=
∂F (x− y)

∂xi
(7.51)

where the function F (x − y) is given by (6.99) or (6.100), where x,y ∈ R2.
We want to generalize this expression to the three-dimensional case. To this
purpose, we search for a potential Φ(x), with x ∈ R3, that satisfies the following
relation:

Ksirg
∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
=
∂Φ(x)

∂xi
(7.52)

A necessary and sufficient condition for the existence of this potential is

∇× (∇Φ) = curl grad Φ = 0 (7.53)

which in indexes becomes:

εjti
∂

∂xt

[
Ksirg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]
= 0 (7.54)
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where εjti is the Ricci or Levi-Civita tensor3, and which corresponds to the
following equations system:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

e1 e2 e3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

Ks1rg
∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (7.55)

If we expand the determinant, we obtain

∇× (∇Φ) =

{
∂

∂x2

[
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]
− ∂

∂x3

[
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]}
e1+

+

{
∂

∂x3

[
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]
− ∂

∂x1

[
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]}
e2+

+

{
∂

∂x1

[
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]
− ∂

∂x2

[
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs

]}
e3 = 0 (7.56)

from which

∇× (∇Φ) =

[
Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
−Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3

]
e1+

+

[
Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
−Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1

]
e2+

+

[
Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
−Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2

]
e3 = 0 (7.57)

and a simplification leads to

Ksirg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xu
−Ksurg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xi
= 0 (7.58)

namely

Ksirg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xu
= Ksurg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xi
(7.59)

3 See Section 2.1.10 and the definition given by (2.29).
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Note that if i = u we have the identity relation. On application of the derivative
of the equilibrium equations with respect to x, we can write

Ksirg
∂2vg(x)

∂xr∂xs
+
∂ṗ(x)

∂xi
= 0 (7.60)

while for the Green’s functions we have

Ksirg
∂2vgk(x)

∂xr∂xs
= Ksirg

∂2vkg (x)

∂xr∂xs
= −∂ṗ

k(x)

∂xi
(7.61)

If we change the indexes:

Ktipq
∂2vgq (x)

∂xp∂xt
+
∂ṗg(x)

∂xi
= 0 (7.62)

and differentiate twice this expression with respect tox:

Ktipq
∂4vgq (x)

∂xp∂xt∂xr∂xs
+

∂3ṗg(x)

∂xi∂xr∂xs
= 0 (7.63)

the application to both members of the constitutive tensor K yields

KsurgKtipq
∂4vgq (x)

∂xp∂xt∂xr∂xs
= −Ksurg

∂3ṗg(x)

∂xi∂xr∂xs
(7.64)

Note that in this relation the free indexes are i and u. Now we can do a com-
parison between (7.64) and (7.59). Since for the Green’s functions we have
vgk(x) = vkg (x), namely we can interchange the indexes, we observe that the first
member of equation (7.64) is symmetric with respect to indexes i and u. In fact

KsurgKtipq
∂4vgq (x)

∂xp∂xt∂xr∂xs
= KsurgKtipq

∂4vqg(x)

∂xp∂xt∂xr∂xs
=

= KtipqKsurg
∂4vqg(x)

∂xr∂xs∂xp∂xt
=

= Ksurg
∂3ṗg(x)

∂xi∂xr∂xs
(7.65)
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but, if we assume the continuity of ṗg(x), we have

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
=
∂2ṗg(x)

∂xs∂xr
−→ ∂3ṗg(x)

∂xi∂xr∂xs
=

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xi
(7.66)

In the second equality of equation (7.65) we used the major symmetry of the
constitutive tensor K, so that we can write Kpqti = Ktipq , thus yielding

Ksurg
∂3ṗg(x)

∂xi∂xr∂xs
= Ksurg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂xi
(7.67)

and in this way we demonstrated the equivalence between equation (7.67) and
the second member of (7.59). Now we have to demonstrate the equivalence
between the first members of (7.59) and (7.64), namely the symmetry between
indexes i and u, but to verify this equality it is sufficient to observe the first and
the third members of (7.65).

7.4 The form of the scalar potential

The equation (7.52) allows us to obtain the Φ(x) through a direct integration
with respect to variables x1, x2 or x3; in particular we obtain the following three
forms, depending on the integration variable adopted:

Φ(x) =

∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3) (7.68a)

Φ(x) =

∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3) (7.68b)

Φ(x) =

∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2) (7.68c)

If we consider (7.68a) and (7.68c) and we apply a derivative with respect to x2,
we obtain

∂Φ(x)

∂x2
=

∂

∂x2

[∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3)

]
=

=

∫
Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
dx1 +

∂f1(x2, x3)

∂x2
(7.69)
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and

∂Φ(x)

∂x2
=

∂

∂x2

[∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2)

]
=

=

∫
Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
dx3 +

∂f3(x1, x2)

∂x2
(7.70)

respectively, but from (7.59) we have

Ks1rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
= Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
(7.71)

and, in an analogous manner,

Ks3rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
= Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
(7.72)

Equations (7.71) and (7.71) allow us to rewrite (7.69) and (7.70) as

∂Φ(x)

∂x2
=

∫
Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
dx1 +

∂f1(x2, x3)

∂x2
(7.73a)

∂Φ(x)

∂x2
=

∫
Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
dx3 +

∂f3(x1, x2)

∂x2
(7.73b)

so that their primitives can be calculated. Therefore, we obtain

∂Φ(x)

∂x2
= Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f1(x2, x3)

∂x2
(7.74a)

∂Φ(x)

∂x2
= Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f3(x1, x2)

∂x2
(7.74b)

The above equations can be integrated:

Φ(x) =

∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 + f1(x2, x3) + F21(x1, x3) (7.75a)

Φ(x) =

∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 + f3(x1, x2) + F23(x1, x3) (7.75b)
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where F21(x1, x3) and F23(x1, x3) are scalar valued functions arising from the
integration4. A comparison between (7.75) and (7.68b) leads to

f1(x2, x3) + F21(x1, x3) = f2(x1, x3) (7.76a)

f3(x1, x2) + F23(x1, x3) = f2(x1, x3) (7.76b)

from which we deduce that f1 = f1(x3) only and f3 = f3(x1) only, namely f1

and f3 are functions only of the variable x3 and x1 respectively; furthermore,
from (7.74) we obtain

∂f1(x2, x3)

∂x2
=
∂f3(x1, x2)

∂x2
(7.77)

If we consider (7.68a) and (7.68b) and we apply a derivative with respect to
x3, we obtain

∂Φ(x)

∂x3
=

∂

∂x3

[∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3)

]
=

=

∫
Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
dx1 +

∂f1(x2, x3)

∂x3
(7.78)

and

∂Φ(x)

∂x3
=

∂

∂x3

[∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3)

]
=

=

∫
Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
dx2 +

∂f2(x1, x3)

∂x3
(7.79)

respectively, but from (7.59) we have

Ks1rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
= Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
(7.80)

and, in an analogous manner,

Ks2rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
= Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
(7.81)

4 The functions we introduced are not tensors; the subscripts have been chosen to recall the
integration variable (the first index) and the choice of the initial form of the function Φ(x) (the
second index).

Luca Prakash Argani 205



7 | THREE-DIMENSIONAL GREEN’S FUNCTIONS

Equations (7.80) and (7.81) allow us to rewrite (7.78) and (7.79) as

∂Φ(x)

∂x3
=

∫
Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
dx1 +

∂f1(x2, x3)

∂x3
(7.82a)

∂Φ(x)

∂x3
=

∫
Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
dx2 +

∂f3(x1, x3)

∂x3
(7.82b)

so that their primitives can be calculated. Therefore, we obtain

∂Φ(x)

∂x3
= Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f1(x2, x3)

∂x3
(7.83a)

∂Φ(x)

∂x3
= Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f2(x1, x3)

∂x3
(7.83b)

The above equations can be integrated:

Φ(x) =

∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 + f1(x2, x3) + F31(x1, x2) (7.84a)

Φ(x) =

∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 + f2(x1, x3) + F32(x1, x2) (7.84b)

where F31(x1, x2) and F32(x1, x2) are scalar valued functions arising from the
integration5. A comparison between (7.84) and (7.68c) leads to

f1(x2, x3) + F31(x1, x2) = f3(x1, x2) (7.85a)

f2(x1, x3) + F32(x1, x2) = f3(x1, x2) (7.85b)

from which we deduce that f1 = f1(x2) only and f2 = f2(x1) only, namely f1

and f2 are functions only of the variable x2 and x1 respectively; furthermore,
from (7.83) we obtain

∂f1(x2, x3)

∂x3
=
∂f2(x1, x3)

∂x3
(7.86)

If we consider (7.68b) and (7.68c) and we apply a derivative with respect to

5 As in the previous case, the functions we introduced are not tensors (see note 4 on the previous
page).
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x1, we obtain

∂Φ(x)

∂x1
=

∂

∂x1

[∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3)

]
=

=

∫
Ks2rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
dx2 +

∂f2(x1, x3)

∂x1
(7.87)

and

∂Φ(x)

∂x1
=

∂

∂x1

[∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2)

]
=

=

∫
Ks3rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
dx3 +

∂f3(x1, x2)

∂x1
(7.88)

respectively, but from (7.59) we have

Ks2rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
= Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
(7.89)

and, in an analogous manner,

Ks3rg
∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x1
= Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
(7.90)

Equations (7.89) and (7.90) allow us to rewrite (7.87) and (7.88) as

∂Φ(x)

∂x1
=

∫
Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x2
dx2 +

∂f2(x1, x3)

∂x1
(7.91a)

∂Φ(x)

∂x1
=

∫
Ks1rg

∂3ṗg(x)

∂xr∂xs∂x3
dx3 +

∂f3(x1, x2)

∂x1
(7.91b)

so that their primitives can be calculated. Therefore, we obtain

∂Φ(x)

∂x1
= Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f2(x1, x3)

∂x1
(7.92a)

∂Φ(x)

∂x1
= Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
+
∂f3(x1, x2)

∂x1
(7.92b)
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The above equations can be integrated:

Φ(x) =

∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + f2(x1, x3) + F12(x2, x3) (7.93a)

Φ(x) =

∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + f3(x1, x2) + F13(x2, x3) (7.93b)

where F12(x2, x3) and F13(x2, x3) are scalar valued functions arising from the
integration6. A comparison between (7.93) and (7.68a) leads to

f2(x1, x3) + F12(x2, x3) = f1(x2, x3) (7.94a)

f3(x1, x2) + F13(x2, x3) = f1(x2, x3) (7.94b)

from which we deduce that f2 = f2(x3) only and f3 = f3(x2) only, namely f2

and f3 are functions only of the variable x3 and x2 respectively; furthermore,
from (7.92) we obtain

∂f2(x1, x3)

∂x1
=
∂f3(x1, x2)

∂x1
(7.95)

A comparison between (7.76), (7.85), (7.94) with (7.77), (7.86), (7.95), respec-
tively, allows us to observe that the functions f1, f2, f3 must necessarily be
constant (with arbitrary values). We can verify this statement through a compar-
ison between the conclusions we did every time from (7.76), (7.85), and (7.94),
following which, we have:

f1 = f1(x3) = f1(x2) (7.96a)

f2 = f2(x1) = f2(x3) (7.96b)

f3 = f3(x1) = f3(x2) (7.96c)

If the functions f1, f2, f3 are constant, from (7.76), (7.85), and (7.94) we have
that even the functions Fij (with i, j = 1, 2, 3) are arbitrary constants7. But, for
the purpose of the calculation of the stress field, we need only the gradient of
the potential Φ(x), so that we can assume all the integration functions (that are
constant) equal to zero, which means to assume Fij = fi = 0 (∀i, j = 1, 2, 3).

As a conclusion, the potential Φ(x) can be expressed as a simple primitive
of (7.52) by omitting every integration constant; in this way, we obtain three

6 As in the previous cases, the functions we introduced are not tensors (see note 4 on page 205).
7 We refer to scalar valued functions obtained from the integrations.
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possible principal forms, fully equivalent to each other and similar to (7.68), for
the expression of the potential as follows:

Φ(x) =

∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 =

∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2 =

=

∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 (7.97)

which can be rewritten in a more compact form as

Φ(x) =

∫
Ksirg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dxi (7.98)

where index i should be chosen from the values 1, 2, 3 and is not summed. In
analogy to Section 6.1, we can rewrite the form of the potential Φ(x) in a more
general way that takes account, at the same time, the three primitives given
in (7.98) through the introduction of a ‘distribution’ coefficient Ri

(
α̂, β̂

)
defined

as8:
Ri
(
α̂, β̂

)
= α̂δi1 + β̂δi2 +

(
1− α̂− β̂

)
δi3 (7.99)

where δij is the Kronecker delta, i, j = 1, 2, 3 and α̂, β̂ ∈ [0, 1]; furthermore,
the constraint α̂ + β̂ ≤ 1 must be verified. In this way, we obtain a family of
potentials that depend on the arbitrary choice of the coefficients α̂ and β̂, that
writes as

Φ(x) =

3∑
i,g,r,s=1

Ri
(
α̂, β̂

) ∫
Ksirg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dxi (7.100)

where now the sum of the indexes is explicit;9 the above relation corresponds to

Φ(x) = α̂

∫
Ks1rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx1 + β̂

∫
Ks2rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx2+

+ (1− α̂− β̂)

∫
Ks3rg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
dx3 (7.101)

The equation defining the potential Φ starting from the equilibrium equa-

8 See for instance the expressions (6.35)-(6.37).
9 This is necessary since in the argument of the sum (7.100) there is an index repeated three

times.
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tions is:
∂Φ(x)

∂xi
= Ksirg

∂2ṗg(x)

∂xr∂xs
(7.102)

In the transformed domain we have Φ̂ = Φ̂(ω · x) and p̂g = p̂g(ω · x), and
therefore their derivatives are expressed as

∂Φ̂(ω · x)

∂xi
= ωiΦ̂

′
(ω · x) (7.103)

and
∂2p̂g(ω · x)

∂xr∂xs
= ωrωs(p̂

g)
′′
(ω · x) (7.104)

so that, in the transformed domain, equation (7.102) can be rewritten as

ωiΦ̂
′
(ω · x) = Ksirg ωrωs(p̂g)

′′
(ω · x) (7.105)

but from the definition of the acoustic tensor (7.17) we observe that

Ksirg ωrωs = Aig(ω) (7.106)

and therefore
ωiΦ̂

′
(ω · x) = Aig(ω)(p̂g)

′′
(ω · x) (7.107)

If we multiply the above relation by ωi, which corresponds to a projection on ω,
we obtain:

ωiωi︸︷︷︸
=1

Φ̂
′
(ω · x) = Φ̂

′
(ω · x) = ωiAig(ω)(p̂g)

′′
(ω · x) (7.108)

The second order derivative of the mean stress with respect to the argument
(ω · x) is:

∂

∂(ω · x)
(p̂g)

′
(ω · x) =

∂

∂(ω · x)

[
−

ωkA
−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′′
(ω · x)

]
=

= −
ωkA

−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′′′

(ω · x) (7.109)
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so that equation (7.108) becomes:

Φ̂
′
(ω · x) = −

ωiAig(ω)ωkA
−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′′′

(ω · x) (7.110)

The integration and the antitransform of the above equation can isolate the
potential:

Φ̂(x) =
1

8π2r3

∫
|ω|=1

ωiAig(ω)ωkA
−1
kg (ω)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

δ
′′
(ω · x) dω (7.111)

But since A ∈ Sym, the numerator of the preceding expression can be rewritten
as follows:

ωiAig ωkA
−1
kg = ωkA

−1
kg Agiωi = ωkδki ωi = 1 (7.112)

and finally, the expression of the potential is:

Φ̂(x) =
1

8π2r3

∫
|ω|=1

δ
′′
(ω · x)

ωrA
−1
rs (ω)ωs

dω (7.113)

7.5 Constitutive model

The objective of this Section is to define a constitutive model to be used in
the implementation of the Green’s function set given by (7.29) and (7.30). We
start with an accurate description of general constitutive models, and then we
focus on some particular case.

The first Piola Kirchhoff stress tensor is:

S = JTF−T (7.114)

where T is the Cauchy stress, F is the displacement gradient and J its determi-
nant. The material derivative with respect to time is:

Ṡ = J
[
Ṫ F−T + T

(
F−T)·] (7.115)
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within the hypothesis of constant J . Since F−TF T = I , it follows that(
F−TF T)· =

(
F−T)·F T + F−T(F T)· = 0 (7.116)

namely (
F−T)· = −F−T(F T)·F−T (7.117)

but since Ḟ = LF (where L is the incremental displacement gradient)

Ḟ T = F TLT =
(
F T)· (7.118)

namely
LT = F−T(F T)· (7.119)

so that (
F−T)· = −LTF−T (7.120)

the derivative of the first Piola-Kirchhoff stress tensor writes as

Ṡ = J
(
Ṫ F−T − TLTF−T) = J

(
Ṫ − TLT)F−T (7.121)

in which the following relations are employed (see Section 3.1.4):

L = (∇u)· = D +W (7.122)

and

D = (I � I)[L] = S[L] (7.123a)

W = (I � I − I � I)[L] = W[L] (7.123b)

whereD is the Eulerian strain increment,W is the spin tensor, while S andW are,
respectively, the symmetric and the skew-symmetric operators for second-order
tensors (defined by equations (2.52) in Section 2.1.14).

From the definition of the Jaumann (or corotational) derivative (3.185b), we
have:

Ṫ =
∇
T +WT − TW (7.124)
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The incompressibility constraint (J = 1) and the above relation allow us to write

Ṡ =
(
Ṫ − TLT)F−T =

(
∇
T +WT − TW − TLT

)
F−T =

=

[
∇
T +WT − TW − T (D −W )

]
F−T =

=

(
∇
T +WT − TD

)
F−T (7.125)

The constitutive equations (7.3) for a linear, incremental, time-independent,
incompressible (trD = 0) material, transversely isotropic about the ez axis, can
be expressed as functions of an incremental stress potential U as follows

∇
T =

∂U(D,G, hi)

∂D
+
∇
pI (7.126)

whereG = ez ⊗ ez , while hi denote a generic set of invariants representing the
current state, and

p =
1

3
trT (7.127)

is the mean Cauchy stress, which plays a role of a Lagrange multiplier, so

that
∇
p = ṗ. Different choices of invariants hi are possible, like the principal

stretches, to describe the anisotropy induced by the stress state, or scalar values,
describing the instantaneous hardening strain for the plastic deformation theory.
The constitutive law (7.126) describes a wide behaviour class of materials, for
instance, hyperelasticity and a subset of hypoelastic relations when ez denotes
a principal stress direction [20].

The material frame invariance principle requires that the potential U is an
isotropic function of the argumentsD eG, namely

U(D,G) = U
(
QDQT,QGQT) (7.128)

for every rotationQ. This allows us to use the Spencer & Rivlin representation
theorem [60] for a scalar function of two second order symmetric tensors. Fol-
lowing Zysset and Curnier [61], and considering only the quadratic term ofD
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in the potential U , we can write the constitutive equation (7.126) as:

∇
T = E[D] +

∇
pI (7.129)

and now equation (7.125) becomes:

Ṡ =
[
E[D] +WT − TD + ṗ

]
F−T (7.130)

where the E tensor is given by the following function ofG = ez ⊗ ez :

E = Γ1I � I + Γ2G⊗G+ Γ3(G� I + I �G) + Γ4I ⊗G (7.131)

in which the parameters Γi (con i = 1, 2, 3, 4) are functions of the current state;
the previous relation can be expressed with indexes as:

Eijkl =
Γ1

2

(
δikδjl+δilδjk

)
+Γ2GijGkl+Γ3

(
Gikδjl+δikGjl

)
+Γ4δijGkl (7.132)

We observe that E ∈ Sym and, in particular, possesses both minor and major
symmetries. Actually, the parameter Γ4 should multiply the term (I⊗G+G⊗I),
but, due to incompressibility constraint, we have (G⊗ I)[D] = 0 (being trD =

0). The condition
∇
p =

1

3
tr
∇
T (7.133)

requires the following relation between parameters Γi (whith i = 1, 2, 3, 4):

Γ2 + 2Γ3 + 3Γ4 = 0 (7.134)

namely, only three parameters Γi are sufficient to represent E. As a consequence,
the parameters Γi (with i = 1, 2, 3, 4) can be expressed as functions of a set of
three independent incremental moduli µi (with i = 1, 2, 3):

Γ1 = 4µ2 − 2µ1 (7.135a)

Γ2 = 2µ1 + 2µ2 − 4µ3 (7.135b)

Γ3 = 2µ1 − 4µ2 + 2µ3 (7.135c)

Γ4 = 2µ2 − 2µ1 (7.135d)
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and we observe that these assumptions satisfy the constraint (7.134), since

2µ1 + 2µ2 − 4µ3 + 4µ1 − 8µ2 + 4µ3 + 6µ2 − 6µ1 = 0 (7.136)

The nominal stress ṫ is defined as

ṫ = ṠT = F−1
[
E[D]− TW −DT T + ṗ

]
(7.137)

and, furthermore, equation (7.1) still apply, while (7.130) is correlated to (7.35a).

We want now to find the relation between the moduli E and K. The first
term between brackets in equation (7.137) can be expressed as

E[D] = ES[L] = E(I � I)[L] = ES
[
LT] (7.138)

or, in index notation,

EijklDkl = EijklSklmnLmn = Eijkl
1

2

(
δkmδln + δknδlm

)
Lmn (7.139)

The second term can be expressed as

TW = TW[L] = T (I � I − I � I)[L] (7.140)

or, in index notation,

TiqWqj = TiqWqjklLkl = Tiq

[
δqkδjl −

1

2

(
δqkδjl + δqlδjk

)]
Lkl =

= Tiq
1

2

(
δqkδjl − δqlδjk

)
Lkl (7.141)

and we can note that

− TW = TW T = TW
[
LT] (7.142)

Furthermore,

DT = S[L]T = (I � I)[L]T =
1

2

(
LTT +LT

)
(7.143)
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or, in index notation,

DiqTqj = SiqklLklTqj =
1

2

(
δikδql + δilδqk

)
LklTqj (7.144)

and since
DT T = S[L]T T = S

[
LT]T (7.145)

The third term between brackets in equation (7.137) can be rewritten as

DiqTjq = SiqklLklTjq =
1

2

(
δikδql + δilδqk

)
LklTjq (7.146)

In an analogous manner, the second and the third term between brackets in
equation (7.130) can be rewritten as

WT = W[L]T (7.147a)

TD = TS[L] (7.147b)

and their index versions become

WiqTqj = WiqklLklTqj =
1

2

(
δikδql − δilδqk

)
LklTqj (7.148)

and
TiqDqj = TiqSqjklLkl = Tiq

1

2

(
δqkδjl + δqlδjk

)
Lkl (7.149)

respectively. Now the expressions of Ṡ (7.130) and ṫ (7.137) can be rewritten as
follows:

Ṡ =
{
ṗ+

[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T (I � I)

]
[L]
}
F−T (7.150)

and

ṫ = F−1
{
ṗ+

[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T−T(I � I)

] [
L−T]} (7.151)
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A comparison between equation (7.151) and (7.1) we obtain

Kijkl = Eijkl
1

2

(
δkmδln + δknδlm

)
+ Tiq

1

2

(
δqkδjl − δqlδjk

)
+

− Tjq
1

2

(
δikδql + δilδqk

)
(7.152)

so that the relation we are looking for, namely the definition of K as a function
of E, is

Kijkl = Eijkl +
1

2

(
Tikδjl − Tilδjk

)
− 1

2

(
Tjlδik + Tjkδil

)
(7.153)

Note that, within a relative Lagrangian description we have F−1 = I , so that
expressions (7.150) and (7.151) reduce to

Ṡ = ṗ+
[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T (I � I)

]
[L] (7.154)

and

ṫ = ṗ+
[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T−T(I � I)

] [
L−T] (7.155)

respectively.

For the elastic incompressible Cauchy material (isotropic in the initial refer-
ence system) the Cauchy stress can be expressed as:

T = −πI + α1B + α−1B
−1 (7.156)

where B = FF T is the left Cauchy-Green tensor, while π is an arbitrary hy-
drostatic pressure. The scalar quantities α1 and α−1, that are called response
functions, are defined as:

α1 =
1

λ2
1 − λ2

2

[
(σ1 − σ3)λ2

1

λ2
1 − λ2

3

− (σ2 − σ3)λ2
2

λ2
2 − λ2

3

]
> 0 (7.157a)

α−1 =
1

λ2
1 − λ2

2

[
σ1 − σ3

λ2
1 − λ2

3

− σ2 − σ3

λ2
2 − λ2

3

]
≤ 0 (7.157b)

which means that these are functions of the principal stretches λi (where i =

1, 2, 3), that satisfy the incompressibility constraint (λ1λ2λ3 = 1), and of the

Luca Prakash Argani 217



7 | THREE-DIMENSIONAL GREEN’S FUNCTIONS

principal components σi (where i = 1, 2, 3) of the Cauchy stress T .

If the material is hyperelastic with a unit volume potential W (λ1, λ2, λ3), the
differences between the principal stresses σi are equal to:

σ1 − σ3 = λ1
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ1
(7.158a)

σ2 − σ3 = λ2
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ2
(7.158b)

where
W̃ (λ1, λ2) = W

(
λ1, λ2, λ

−1
1 , λ−1

2

)
(7.159)

Being λ3 = (λ1λ2)−1, due to incompressibility constraint, we have that

λ1
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ1
= λ1

∂

∂λ1
W
(
λ1, λ2, λ

−1
1 , λ−1

2

)
= λ1

(
∂W

∂λ1
+
∂W

∂λ3

∂λ3

∂λ1

)
(7.160)

but
∂λ3

∂λ1
=

∂

∂λ1

(
1

λ1λ2

)
=

1

λ2

(
− 1

λ2
1

)
= −λ−2

1 λ−1
2 (7.161)

hence

λ1
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ1
= λ1

(
∂W

∂λ1
− 1

λ2
1λ2

∂W

∂λ3

)
= λ1

∂W

∂λ1
− λ3

∂W

∂λ3
(7.162)

In an analogous manner we have

λ2
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ2
= λ2

∂

∂λ2
W
(
λ1, λ2, λ

−1
1 , λ−1

2

)
= λ2

(
∂W

∂λ2
+
∂W

∂λ3

∂λ3

∂λ2

)
(7.163)

but
∂λ3

∂λ2
=

∂

∂λ2

(
1

λ1λ2

)
=

1

λ1

(
− 1

λ2
2

)
= −λ−1

1 λ−2
2 (7.164)

so that

λ2
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ2
= λ2

(
∂W

∂λ2
− 1

λ1λ2
2

∂W

∂λ3

)
= λ2

∂W

∂λ2
− λ3

∂W

∂λ3
(7.165)

Within the J2-deformation theory, the elastic energy expressed as a function of
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the strain is
W =

K

N + 1
εN+1

e (7.166)

where K is a stiffness constitutive parameter, N ∈ (0, 1] is the hardening index
(or exponent), while εe is the effective strain, given by

εe =

√
2

3
εiεi (7.167)

where εi = lnλi within the Lagrangian principal reference system, so that

εe =

√
2

3

[
(lnλ1)2 + (lnλ2)2 + (lnλ3)2

]
(7.168)

Referring to an axisymmetric problem, with symmetry axis z = x3, the
response functions α1 and α−1 depend only on the axial stretch λ3. If we apply
the material time derivative to equation (7.156) and we use the definition of the
Jaumann derivative, the incremental constitutive law can be expressed through
relations (7.129) and (7.131), in which we use the following values of parameters
Γi (whith i = 1, 2, 3, 4):

Γ1 = 2

(
α1

λ3
− α−1λ3

)
(7.169a)

Γ2 =

(
λ2

3 −
1

λ3

)(
λ3

dα1

dλ3
− dα−1

dλ3

)
(7.169b)

Γ3 =

(
λ2

3 −
1

λ3

)(
α1 +

α−1

λ3

)
(7.169c)

Γ4 = −1

3
(Γ2 + 2Γ3) (7.169d)
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while the incremental moduli µi (where i = 1, 2, 3) have the form:

µ1 =
1

3

[
α1

(
1

λ3
+ 2λ2

3

)
− α−1

(
2

λ2
3

+ λ3

)
+ (λ3

3 − 1)
dα1

dλ3
+

+

(
1

λ3
− λ2

3

)
dα−1

dλ3

]
(7.170a)

µ2 =
1

3

[
α1

(
2

λ3
+ λ2

3

)
− α−1

(
1

λ2
3

+ 2λ3

)
+

1

2
(λ3

3 − 1)
dα1

dλ3
+

+
1

2

(
1

λ3
− λ2

3

)
dα−1

dλ3

]
(7.170b)

µ3 =
1

2

[
α1

(
1

λ3
+ λ2

3

)
− α−1

(
1

λ2
3

+ λ3

)]
(7.170c)

Within the J2-deformation theory, the expressions for moduli α1 and α−1 reduce
to:

α1 = KεN−1
e

λ3

λ3
3 − 1

(
λ3

3

λ3
3 − 1

lnλ3 −
1

3

)
(7.171a)

α−1 = KεN−1
e

λ2
3

λ3
3 − 1

(
1

λ3
3 − 1

lnλ3 −
1

3

)
(7.171b)

while the shear moduli reduce to:

µ1 =
KN

3
εN−1

e (7.172a)

µ2 =
K

6
(N + 1)εN−1

e (7.172b)

µ3 =
K

2
εN−1

e
λ3

3 + 1

λ3
3 − 1

lnλz (7.172c)

where εe = |lnλ3|. Note that the stress-strain relation that can be obtained from
equation (7.156) is

σ = KεN−1
e lnλ3 (7.173)

where σ is the Cauchy current stress in the axial direction, so that the uniax-
ial strain and stress states are governed only by the axial stretch λ3. Taking
into account that the effective strain is given by equation (7.168) and assuming
λ1λ2λ3 = 1, due to incompressibility constraint, and λ1 = λ2 for the axisymmet-
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ric problem, we have

λ2
1λ3 = 1 −→ λ1 =

1√
λ3

(7.174)

and, exploiting again incompressibility constraint,

ln
(
λ2

1

)
+ lnλ3 = 2 lnλ1 + lnλ3 = 0 −→ lnλ1 = −1

2
lnλ3 (7.175)

therefore
ε1 = −1

2
ε3 (7.176)

With these assumptions, the effective strain becomes

εe =

√
2

3
(2ε2

1 + ε2
3) =

√
2

3

[
2

(
−ε3

2

)2

+ ε2
3

]
=

√
2

3

(
ε2

3

2
+ ε2

3

)
= |ε3| (7.177)

The deformation gradient has the form

F =

λ
−1/2
3 0 0

0 λ
−1/2
3 0

0 0 λ3

 (7.178)

so that the Cauchy stress tensor has also a diagonal form, namely

T =

T ∗1 0 0

0 T ∗2 0

0 0 T ∗3

 (7.179)

In particular, for the axisymmetric problem we have

T1 − T2 = λ1
∂W̃ (λ1, λ2)

∂λ1
= λ1

∂W

∂λ1
− λ3

∂W

∂λ3
(7.180a)

T1 − T2 = 0 (7.180b)
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7.5.1 Constitutive equations for the axisymmetric problem

After the discussions presented in the previous Section, we are now in the
position to write the final form of the constitutive equations for a transversely
isotropic material. Referring to an axisymmetric problem, and introducing a
cylindrical coordinate reference system with the z = x3 axis coincident with the
symmetry axis, the relation between the incremental Piola-Kirchhoff stress and
the velocity gradient L is:

Ṡrr = ṗ+ 2µ2Lrr + 2(µ1 − µ2)Lθθ Ṡrθ = Ṡθr = (2µ2 − µ1)(Lrθ + Lθr)

Ṡθθ = ṗ+ 2µ2Lθθ + 2(µ1 − µ2)Lrr Ṡzz = ṗ+ (2µ1 − σ)Lzz

Ṡrz =
(
µ3 +

σ

2

)
Lrz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzr

Ṡzr =
(
µ3 −

σ

2

)
Lrz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzr

Ṡθz =
(
µ3 +

σ

2

)
Lθz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzθ

Ṡzθ =
(
µ3 −

σ

2

)
Lθz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzθ (7.181)

where σ is the current Cauchy stress in the axial direction (x3 = z) and the
velocity gradient is:

L =

Lrr Lrθ Lrz
Lθr Lθθ Lθz
Lzr Lzθ Lzz

 =


vr,r

1
r (vr,θ − vθ) vr,z

vθ,r
1
r (vr + vθ,θ) vθ,z

vz,r
1
rvz,θ vz,z

 (7.182)
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The nominal stress tensor ṫ is defined as the transposition of the tensor Ṡ, thus
yielding

ṫrr = ṗ+ 2µ2Lrr + 2(µ1 − µ2)Lθθ ṫrθ = ṫθr = (2µ2 − µ1)(Lrθ + Lθr)

ṫθθ = ṗ+ 2µ2Lθθ + 2(µ1 − µ2)Lrr ṫzz = ṗ+ (2µ1 − σ)Lzz

ṫrz =
(
µ3 −

σ

2

)
Lrz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzr

ṫzr =
(
µ3 +

σ

2

)
Lrz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzr

ṫθz =
(
µ3 −

σ

2

)
Lθz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzθ

ṫzθ =
(
µ3 +

σ

2

)
Lθz +

(
µ3 −

σ

2

)
Lzθ (7.183)

The constitutive law can be expressed using the first Piola-Kirchhoff stress tensor
Ṡ (7.35a) or the nominal stress tensor ṫ (7.1) (we recall that in the second case we
use the transposed velocity gradient). For the first formulation (Piola-Kirchhoff
stress tensor) we obtain

Ṡrr = GrrrrLrr +GrrθθLθθ + ṗ Ṡθθ = GθθrrLrr +GθθθθLθθ + ṗ

Ṡzz = GzzzzLzz + ṗ Ṡrθ = GrθrθLrθ +GrθθrLθr
Ṡrz = GrzrzLrz +GrzzrLzr Ṡθz = GθzθzLθz +GθzzθLzθ
Ṡθr = GθrrθLrθ +GθrθrLθr Ṡzr = GzrrzLrz +GzrzrLzr
Ṡzθ = GzθθzLθz +GzθzθLzθ (7.184)

from which we obtain the non null components of the tensor G:

Grrrr = Gθθθθ = 2µ2

Grrθθ = Gθθrr = 2(µ1 − µ2)

Gzzzz = 2µ1 − σ
Grθrθ = Grθθr = Gθrrθ = Gθrθr = 2µ2 − µ1

Grzrz = Gθzθz = µ3 +
σ

2

Grzzr = Gzrrz = Gzrzr = Gθzzθ = Gzθθz = Gzθzθ = µ3 −
σ

2
(7.185)
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and we note that there are only seventeen non null terms. In an analogous
manner, for the second formulation (nominal stress tensor) we obtain

ṫrr = KrrrrLrr +KrrθθLθθ + ṗ ṫθθ = KθθrrLrr +KθθθθLθθ + ṗ

ṫzz = KzzzzLzz + ṗ ṫrθ = KrθrθLθr +KrθθrLrθ
ṫrz = KrzrzLzr +KrzzrLrz ṫθz = KθzθzLzθ +KθzzθLθz
ṫθr = KθrrθLθr +KθrθrLrθ ṫzr = KzrrzLzr +KzrzrLrz
ṫzθ = KzθθzLzθ +KzθzθLθz (7.186)

from which we obtain the non null components of the tensor K:

Krrrr = Kθθθθ = 2µ2

Krrθθ = Kθθrr = 2(µ1 − µ2)

Kzzzz = 2µ1 − σ
Krθrθ = Krθθr = Kθrrθ = Kθrθr = 2µ2 − µ1

Kzrzr = Kzθzθ = µ3 +
σ

2

Krzzr = Kzrrz = Krzrz = Kzθθz = Kθzzθ = Kθzθz = µ3 −
σ

2
(7.187)

7.6 (Strong) ellipticity conditions

We still refer to an axisymmetric problem with symmetry axis z = x3, as
already described in the previous Section. The strong ellipticity condition is
given by the following relation:

(g ⊗ n)G[g ⊗ n] > 0 ←→ ginjGijkl gknl > 0 (7.188)

where n is a unit vector denoting the normal to the sliding plane (or shear band
plane), while g ⊥ n is a unit vector belonging to this plane and denotes the
sliding direction (see Figure 7.1). Since we refer to an axisymmetric problem,
based on an infinite body subject to concentrated loads applied along the axis
of axisymmetry and with its direction, it is convenient to represent the vectors
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Figure 7.1: Definition of the sliding plane (shear band) and its normal vector n; the unit vector
g ⊥ n belongs to this plane and denotes the sliding direction.

n and g in the plane Orz as follows:

n = { sinφ , cosφ } (7.189a)

g = { − cosφ , sinφ } (7.189b)

where φ represents the inclination of g, measured from the z axis; we recall that
we can neglect the dependence on the angle θ because of the axisymmetry. The
incremental displacement gradient can be expressed as

L = D +W = g ⊗ n (7.190)

while the first Piola-Kirchhoff tensor becomes

Ṡ = G[L] + ṗI ←→ Ṡij = GijklLkl + ṗδij = Gijkl gknl + ṗδij (7.191)

With this definitions, the strong ellipticity condition (7.188) rewrites as:

L · Ṡ > 0 (7.192)

and can be expressed as a function of the moduli G and of the angle φ. Equa-
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tion (7.192), taking into account the major symmetry of G, becomes:

LijṠij = gigkn
2
rGirkr + gigkn

2
zGizkz + gigknrnz(Girkz +Gizkr) =

= g2
rn

2
rGrrrr + g2

zn
2
rGzrzr + g2

rn
2
zGrzrz + g2

zn
2
zGzzzz+

+ 2grgznrnz(Grrzz +Grzzr) > 0 (7.193)

being L · I = 0, and referring to the components shown in (7.189)

g2
rn

2
r = cos2 φ sin2 φ cos4 θ (7.194a)

g2
zn

2
z = cos2 φ sin2 (7.194b)

g2
rn

2
z = φ sin4 φ cos2 θ (7.194c)

g2
zn

2
r = φ cos4 φ cos2 θ (7.194d)

grgznrnz = − cos2 φ sin2 φ cos2 θ (7.194e)

equation (7.193) reduces to

LijṠij = cos2 φ sin2 φ
[
Grrrr +Gzzzz − 2(Grrzz +Grzzr)

]
+

+ sin4 φGzrzr + cos4 φGrzrz > 0 (7.195)

If the inclination of n is measured with respect to the r axis through an angle
γ (complementary to φ), we obtain a similar expression

LijṠij = cos2 φ sin2 φ
[
Grrrr +Gzzzz − 2(Grrzz +Grzzr)

]
+

+ cos4 φGzrzr + sin4 φGrzrz > 0 (7.196)

namely, sine and cosine of the angle have their role interchanged with each
other. Using the moduli of G given in (7.185), the regime equation (7.196) for
the axisymmetric three-dimensional problem becomes

µ3 cos4 φ

[(
1− Tz

2µ3

)
tan4 φ+

(
µ1

µ3
+
µ2

µ3
− 1

)
tan2 φ+

+

(
1 +

Tz
2µ3

)]
> 0 ∀φ (7.197)

226 Luca Prakash Argani



7.6 | (STRONG) ELLIPTICITY CONDITIONS

when expressed as a function of angle φ, or

µ3 cos4 γ

[(
1 +

Tz
2µ3

)
tan4 γ +

(
µ1

µ3
+
µ2

µ3
− 1

)
tan2 γ+

+

(
1− Tz

2µ3

)]
> 0 ∀γ (7.198)

when angle γ is used. For simplicity, and in order to maintain an analogy with
respect to Section 5.4, we assume: Tz = σ, tan γ = ρ and µ3 > 0. With these
assumption, expression (7.198) rewrites as(

µ3 +
σ

2

)
ρ4 + 2(µ1 + µ2 − µ3)ρ2 +

(
µ3 −

σ

2

)
> 0 ∀ρ (7.199)

which is a second degree equation in the unknown ρ2. The solutions of the
equation associated to (7.199) are

ρ2
1/2 =

µ3 − µ1 − µ2 ±
√

∆

µ3 + σ
2

(7.200)

where ∆ is the discriminant of (7.199), and is equal to

∆ = (µ1 + µ2 − µ3)2 −
(
µ3 +

σ

2

)(
µ3 −

σ

2

)
=

= µ2
1 + µ2

2 + 2µ1µ2 − 2µ1µ3 − 2µ2µ3 +
σ2

4
=

= (µ1 + µ2)2 − 2µ3(µ1 + µ2) +
σ2

4
(7.201)

namely

∆ = (µ1 + µ2)(µ1 + µ2 − 2µ3) +
σ2

4
(7.202)

so that equation (7.200) can be rewritten as

ρ2
1/2 =

µ3 − µ1 − µ2

µ3 + σ
2

±
√

4(µ1 + µ2)(µ1 + µ2 − 2µ3) + σ2

2µ3 + σ
(7.203)

We can easily note that the solutions of the inequality depend on the term
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µ3 + σ
2 ; in particular, we have{

ρ2 < ρ2
1 ∨ ρ2 > ρ2

2 if µ3 + σ
2 > 0

ρ2
1 < ρ2 < ρ2

2 if µ3 + σ
2 < 0

(7.204)

If ∆ < 0, the ellipticity condition is always verified when(
µ3 +

σ

2

)
> 0 ←→ σ

2µ3
> −1 (7.205)

Furthermore, if ρ = 0, necessarily we have(
µ3 −

σ

2

)
> 0 ←→ σ

2µ3
< 1 (7.206)

The conditions given by (7.205) and (7.206) can be synthesized as follows:∣∣∣∣ σ2µ3

∣∣∣∣ < 1 (7.207)

while the discriminant ∆ is negative if

∆ =

(
µ1 + µ2

µ3
− 1

)2

−
(

1 +
σ

2µ3

)(
1− σ

2µ3

)
< 0 (7.208)

namely, when (
µ1 + µ2

µ3
− 1

)2

< 1−
(

σ

2µ3

)2

< 0 (7.209)

The stationary points can be calculated as the roots of the first order deriva-
tive of (7.199), thus yielding the following equation:

4
[(
µ3 +

σ

2

)
ρ2 + (µ1 + µ2 − µ3)

]
ρ = 0 (7.210)

from which
ρ = 0 ∨ ρ2 =

µ3 − µ1 − µ2

µ3 + σ
2

(7.211)
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If the numerator of the second solution is a negative number, namely if

µ3 − µ1 − µ2 < 0 ←→ µ1 + µ2 − µ3 > 0 (7.212)

then the form (7.210) is positive-definite, being µ3 + σ
2 > 0. If we have

µ1 + µ2 − µ3 < 0 (7.213)

then inequality (7.199) becomes:

(
µ3 +

σ

2

)(µ3 − µ1 − µ2

µ3 + σ
2

)2

+ 2(µ1 + µ2 − µ3)
(µ3 − µ1 − µ2)

µ3 + σ
2

+

+
(
µ3 −

σ

2

)
> 0 (7.214)

namely
(µ1 + µ2 − µ3)2

µ3 + σ
2

− 2
(µ1 + µ2 − µ3)2

µ3 + σ
2

+ µ3 −
σ

2
> 0 (7.215)

and simplifying:

− (µ1 + µ2 − µ3)2

µ3 + σ
2

+ µ3 −
σ

2
> 0 (7.216)

from which we obtain

(µ1 + µ2 − µ3)2 < µ2
3 −

σ2

4
> 0 (7.217)

hence

µ1 + µ2 − µ3 > −
√
µ2

3 −
σ2

4
(7.218)

since we assumed µ1 + µ2 − µ3 < 0. If we divide the previous expression by µ3,
we obtain an other condition to be satisfied in order to have ellipticity:

µ1 + µ2

µ3
> 1−

√
1−

(
σ

2µ3

)2

(7.219)

As a conclusion, the conditions on the shear moduli for the (strong)ellipticity
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are given by (7.206) and (7.219) with µ3 > 0, namely

µ3 > 0 (7.220a)∣∣∣∣ σ2µ3

∣∣∣∣ < 1 (7.220b)

µ1 + µ2

µ3
> 1−

√
1−

(
σ

2µ3

)2

(7.220c)

7.6.1 Regime classification

The regime equation is (7.198) and has the following form

Aρ4 +Bρ2 + C = 0 (7.221)

with A,B,C ∈ R, namely, a quadratic equation in the unknown ρ2 whose
solutions have the form:

ρ2
1/2 =

−B ±
√
B2 − 4AC

2A
=
−B ±

√
∆

2A
(7.222)

from which

ρ2
1/2 = ±

√
−B −

√
∆

2A
(7.223a)

ρ2
3/4 = ±

√
−B +

√
∆

2A
(7.223b)

In an analogous manner of Section 5.4, the solutions (7.223) characterize the
regime of (7.221). The three principal cases are distinguished by the positivity,
nullity or negativity of the discriminant ∆ as follows:

• if ∆ < 0, then ρ2
1/2 ∈ C, so that ρi ∈ C (for i = 1, 2, 3, 4), corresponding to

the elliptic complex regime (EC);

• if ∆ > 0, then ρ2
1/2 ∈ R;

– if ρ2
1/2 ∈ R

− \ { 0 }, then ρi ∈ C with <(ρi) = 0 (for i = 1, 2, 3, 4),
corresponding to the elliptic imaginary regime (EI);
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– if ρ2
1/2 ∈ R

+ \ { 0 }, then ρi ∈ R (per i = 1, 2, 3, 4), corresponding to
the hyperbolic regime (H);

– if ρ2
1 ∈ R+ \ { 0 } and ρ2

2 ∈ R− \ { 0 }, then ρ1/2 ∈ R and ρ3/4 ∈ C
with <(ρ3/4) = 0, corresponding to the parabolic regime (P);

• if ∆ = 0, then ρ2
1 = ρ2

2 ∈ R, so that only two solutions exist: ρ1 =
√
−B
2A

and ρ2 = −
√
−B
2A

– if −B2A ∈ R
− \ { 0 }, then ρi ∈ Cwith <(ρi) = 0 (for i = 1, 2);

– if −B2A ∈ R
+ \ { 0 }, then ρi ∈ R (for i = 1, 2);

– if B = 0, then the equation is degenerate.

The threshold dividing the elliptic complex and the hyperbolic regimes (EC/H)
is determined by imposing ∆ = 0; in particular, if this threshold is reached from
(EC), the limit condition is given by ∆ ≤ 0.

7.6.2 Regime classification for the axisymmetric J2-deformation
theory

We want to calculate the limits defining the threshold between the regimes
(EC/H), starting from (EC), within the axisymmetric J2-deformation theory. If
we consider equation (7.208), the imposition ∆ ≤ 0 corresponds to

∆ =

(
µ1 + µ2

µ3
− 1

)2

−
[
1−

(
σ

2µ3

)2]
≤ 0 (7.224)

For the constitutive model we are considering, the shear moduli are

µ1 =
KN

3
εN−1

e (7.225a)

µ2 =
K

6
(N + 1)εN−1

e (7.225b)

µ3 =
K

2

λ3 + 1

λ3 − 1
εN−1

e lnλ3 (7.225c)

while the prestress is
σ = KεN−1

e lnλ3 (7.226)
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We observe that the following relations, between the moduli above defined,
hold:

µ1 + µ2 =
K

6
(3N + 1)εN−1

e (7.227a)

µ1 + µ2

µ3
=
K(3N + 1)εN−1

e 2(λ3
3 − 1)

6K(λ3
3 + 1)εN−1

e lnλ3

=
3N + 1

3 lnλ3

λ3
3 − 1

λ3
3 + 1

(7.227b)

σ

2µ3
=
λ3

3 − 1

λ3
3 + 1

(7.227c)

so that the inequality (7.224) can be rewritten as

∆ =

(
3N + 1

3 lnλ3

λ3
3 − 1

λ3
3 + 1

− 1

)2

−

[
1−

(
λ3

3 − 1

λ3
3 + 1

)2
]
≤ 0 (7.228)

namely

[
(3N + 1)(λ3

3 − 1)− 3(λ3
3 + 1) lnλ3

]2
(3 lnλ3)2(λ3

3 + 1)2
+

−
(3 lnλ3)2

[
(λ3

3 + 1)2 − (λ3
3 − 1)2

]
(3 lnλ3)2(λ3

3 + 1)2
≤ 0 (7.229)

Since the denominator is always positive, we can focus on the numerator:

(3N + 1)2(λ3
3 − 1)2 − 6(3N + 1)(λ3

3 − 1)(λ3
3 + 1) lnλ3 + (λ3

3 + 1)2(3 lnλ3)2+

− (3 lnλ3)2(λ6
3 + 2λ3

3 + 1− λ6
3 + 2λ3

3 − 1︸ ︷︷ ︸
=4λ3

3

) ≤ 0 (7.230)

but
(λ3

3 + 1)2 − 4λ3
3 = λ6

3 + 2λ3
3 + 1− 4λ3

3 = (λ3
3 − 1)2 (7.231)

so that we can rewrite (7.230) as

(3N + 1)2(λ3
3 − 1)2 − 6(3N + 1)(λ3

3 − 1)(λ3
3 + 1) lnλ3+

+ (λ3
3 − 1)2(3 lnλ3)2 ≤ 0 (7.232)
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(a) Characteristic values of N .

1 2 3 4 5 6

−0.10

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0.02

λ3

f(λ3)

N = 1.0

(b) Particular case for N = 1.

Figure 7.2: Representation of the curves (7.233) for some characteristic values of the hardening pa-
rameterN . The interval in which we have the elliptic complex regime (EC) corresponds
to the regions in between the roots of the illustrated functions. In the case of N = 1, we
exclude from this interval the value λ3 = 1, as expressed by equation (7.234).

and we divide this expression by (3N + 1)2(λ3
3 − 1)2, which is a positive quan-

tity10 , thus yielding the regime equation providing the limit (EC/H) starting
from (EC):

f(λ3) = 1− 6
λ3

3 + 1

λ3
3 − 1

lnλ3

3N + 1
+

(
3 lnλ3

3N + 1

)2

≤ 0 (7.233)

The values of λ satisfying the equality correspond to the limit values . For typical
values of the material parameterN , namely for 0 < N < 1, from equation (7.233)
we obtain the families of curves11 illustrated in Figure 7.2a. Consequently, the
solutions of the equation associated to (7.233) are always two: λ3 < 1 (namely,
the prestretch corresponding to compression) and λ3 > 1 (namely, the prestretch
corresponding to tension). Furthermore, we observe that for N = 1 the graph
of equation (7.233) corresponds to that shown in Figure 7.2b, namely λ3 = 1 is a
root of the function. As a conclusion, the interval in which we have the elliptic

10 We recall that, within this Section, we consider a non zero prestrain, namely λ3 6= 1, while
N ∈ (0, 1].

11 We consider the first member of (7.233) as a parametric function (with parameter N ) whose
independent variable is λ3.
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regime (EC), until the hyperbolic (H) threshold, is defined as

IEC =
(
λ

(1)
3 , 1

)
∪
(

1, λ
(2)
3

)
(7.234)

We can reach the threshold (EC/H) starting from (EC) for the following values
of λ3:

λ3 → λ
(1) +
3 ∨ λ3 → λ

(2) −
3 (7.235)

7.6.3 Regime classification for the isotropic material

For an isotropic material we have µ1 = µ2 = µ3 = µ, so that the regime
equation for the three-dimensional problem (7.199) reduces to(

µ+
σ

2

)
ρ4 + 2µρ2 + µ− σ

2
> 0 ∀ρ (7.236)

and if we define
κ =

σ

2µ
(7.237)

in an analogous manner to Section 5.4, the inequality (7.236) becomes

(1 + κ)ρ4 + 2ρ2 + 1− κ > 0 ∀ρ (7.238)

The square of the solutions of the associated equation are

ρ2
1/2 =

−1±
√

1− (1− κ)2

1 + κ
=
−1± |κ|

1 + κ
(7.239)

which should be distinguished by the sign of κ, since it appears as a modulus:
ρ2

1/2 = −1 ∨ ρ2
1/2 =

κ− 1

1 + κ
if κ ≥ 0

ρ2
1/2 =

κ− 1

1 + κ
∨ ρ2

1/2 = −1 if κ < 0
(7.240)

but these expressions reduce to

ρ2
1/2 = −1 ∨ ρ2

1/2 =
κ− 1

1 + κ
(7.241)
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independently from the sign of κ. The sign of the square of the solution as a
function of κ must be analyzed; in particular, we have

κ− 1

1 + κ
> 0 ←→ κ < −1 ∨ κ > 1 (7.242)

The solutions of the equation associated to (7.238) are:
ρ1/2 = ± i ∈ C

ρ3/4 =


±
√
κ− 1

1 + κ
∈ R+ ∪ { 0 } if |κ| > 1

± i

√
1− κ
1 + κ

∈ C if |κ| < 1

(7.243)

Consequently, if |κ| > 1 we have two real (ρ3/4) and two imaginary (ρ1/2)
solutions, namely, we are within the parabolic regime (P); if |κ| < 1, we have
four pure imaginary and conjugated solutions, so that the regime is elliptic
imaginary (EI). Since we exclude the value κ = −1, the interval in which we
have the elliptic regime (EI) until the parabolic (P) threshold, is defined as

IEI = (−1, 1) (7.244)

and we can reach the threshold (EC/P) starting from (EI) for the following
values of κ:

κ→ −1+ ∨ κ→ 1− (7.245)

7.7 Integration technique of the 3D Green’s func-
tions: the geometric description

The Green’s functions set found in Section 7.1 consists in integral functions.
We want to find a technique for describing in an easy and suitable way the
geometry of the problem, in order to make explicit the integration variables.
The objective is to implement equations (7.29), (7.30) and (7.113), namely, to
do numeric simulations allowing us to analyze the effect of anisotropy and
prestress on an infinite body, on which a system of concentrated forces is acting.

We consider a generic point in the space defined by the position vector
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Figure 7.3: Reference system used for the implementation of formulae (7.29), (7.30) and (7.113).
The unit vector ω (shown red) defines the surface of a unit sphere centred at point
O′′ (defined by the position vector x). The dashed curves denote the equator and the
meridian defining the vector ω within the local reference system { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }.

x ∈ E3, in which we want to calculate the incremental displacement and mean
stress fields generated by a unit force applied in pointO, and we denote with
r = |x| the length of the position vector x. First we introduce three reference
systems, as illustrated in Figure 7.3.

The first reference system is centred at O and is given by the counter-
clockwise orthonormal basis { e1, e2, e3 }; this system is assumed as the ini-
tial reference system and, as we will see later, the implementation of equa-
tions (7.29), (7.30) and (7.113) will be expressed only in terms of quantities
described in the basis { e1, e2, e3 }. The second reference system is centred at
O′ ≡ O and is given by the counterclockwise orthonormal basis { ē1, ē2, ē3 };
this system has the same origin as the first, but is rotated in a way such that the
unit vector ē3 is aligned with the position vector x. The third reference system,
that for simplicity is called local reference system, is centred at O′′ ≡ x and is
given by the counterclockwise orthonormal basis { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; this system has
the unit vector ẽ3 aligned with the position vector x. As a consequence, the
second and the third reference systems are coaxial and their difference consists
in a translation equal toOO′′ = r.

To the determine the basis { ē1, ē2, ē3 }we assume the following directions:

ē1 = α1ē3 × e3 (7.246a)

ē2 = α2ē3 × ē1 (7.246b)

ē3 = α3x (7.246c)
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where αi ∈ R (for i = 1, 2, 3) are normalization coefficients that must be deter-
mined. The choice of using the unit vector ē3 parallel to x allows us to find
immediately the coefficient α3

ē3 =
x

r
−→ α3 = r−1 (7.247)

To calculate the coefficient α1, we initially search for a vector parallel to ē1,
defined as

e′1 = x× e3 =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

x1 x2 x3

0 0 1

∣∣∣∣∣∣ = x2e1 − x1e2 (7.248)

and whose modulus is
|e′1| =

√
x2

1 + x2
2 (7.249)

while the coefficient α1 is simply the reciprocal of this modulus, namely

α1 =
1√

x2
1 + x2

2

(7.250)

In an analogous manner, we can calculate the coefficient α2. We search for a
vector parallel to ē2, defined as

e′2 = x× e′1 =

∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3

x1 x2 x3

x2 −x1 0

∣∣∣∣∣∣ = x1x3e1 + x2x3e2 − (x2
1 + x2

2)e3 (7.251)

and whose squared modulus is

|e′2|
2

= x2
1x

2
3 + x2

2x
2
3 + x4

1 + 2x2
1x

2
2 + x4

2

= x2
1(x2

1 + x2
2 + x2

3) + x2
2(x2

1 + x2
2 + x2

3) = (x2
1 + x2

2)r2 (7.252)

being r2 = x2
1 + x2

2 + x2
3, and the coefficient α2 the reciprocal of the modulus of

e′2, namely

α2 =
1

r
√
x2

1 + x2
2

(7.253)

The basis { ē1, ē2, ē3 } assumes the following representation as a function of the
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initial reference system { e1, e2, e3 }:

ē1 =
x2e1 − x1e2√

x2
1 + x2

2

(7.254a)

ē2 =
x1x3e1 + x2x3e2 − (x2

1 + x2
2)e3

r
√
x2

1 + x2
2

(7.254b)

ē3 =
x1e1 + x2e2 + x3e3

r
(7.254c)

We observe that the unit vectors above defined have effectively unit length,
namely |ē1| = |ē2| = |ē3| = 1, and we can verify that they constitute a counter-
clockwise system because the following products are satisfied:

ē1 × ē2 = ē3 (7.255a)

ē2 × ē3 = ē1 (7.255b)

ē3 × ē1 = ē2 (7.255c)

The integration of equations (7.29), (7.30) and (7.113) requires the definition
of a unit vector ω whose origin is the point x ≡ O′′. To this purpose, we define a
point P such that ω = P −O′′. In the third reference system, centred atO′′ and
with basis { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }, we can introduce a local spherical coordinate system
defined by two angles θ ∈ [0, 2π] and φ ∈ [0, π] and by a radial coordinate. In
this reference system the point P is described through the two angles θ and
φ, while its radial coordinate is fixed and equal to 1, since PO′′ = |ω| = 1.
Consequently, the point P belongs to the the surface of a unit sphere centred at
x ≡ O′′.

We define now the following vectors, represented in the second reference
system (centred at O′ ≡ O and with basis { ē1, ē2, ē3 }), and related to the
description of the vector ω:

P −O′ = ω̄1ē1 + ω̄2ē2 + ω̄3ē3 (7.256a)

O′′ −O′ = r̄1ē1 + r̄2ē2 + r̄3ē3 (7.256b)

ω = P −O′′ = (P −O′)− (O′′ −O′) (7.256c)

but, since ē3 is aligned with x, we have r̄1, r̄2 = 0 and r̄3 = r. Hence, equa-
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tion (7.256c) can be rewritten as

ω = (ω̄1 − r̄1)ē1 + (ω̄2 − r̄2)ē2(ω̄3 − r̄3)ē3 =

= ω̄1ē1 + ω̄2ē2 + (ω̄3 − r)ē3 (7.257)

If P belongs to the spherical surface above introduced, the components ω̄i (con
i = 1, 2, 3) of (7.256a) can be expressed as12:

ω̄1 = cos θ sinφ (7.258a)

ω̄1 = sin θ sinφ (7.258b)

ω̄1 = r̄3 + cosφ (7.258c)

so that the representation of ω in the second reference system reduces to

ω = cos θ sinφ ē1 + sin θ sinφ ē2 + cosφ ē3 (7.259)

If we express the unit vectors ēi as functions of the unit vectors ei (con i =

1, 2, 3) through equations (7.254), we obtain the representation of ω in the initial
(Cartesian) reference system:

ω =
1

r
√
x2

1 + x2
2

(rx2 cos θ + x1x3 sin θ) sinφ+ x1

√
x2

1 + x2
2 cosφ

(x2x3 sin θ − rx1 cos θ) sinφ+ x2

√
x2

1 + x2
2 cosφ

−
(
x2

1 + x2
2

)
sin θ sinφ+ x3

√
x2

1 + x2
2 cosφ

 (7.260)

Note that for φ = π/2 we obtain the components of ω in the case that ω belongs
to the plane determined by ẽ1 and ẽ2, namely

ω =
1

r
√
x2

1 + x2
2

rx2 cos θ + x1x3 sin θ

x2x3 sin θ − rx1 cos θ

−
(
x2

1 + x2
2

)
sin θ

 (7.261)

Before seeing the application of these definitions regarding the geometry
of the problem, we must do some further observations on the Dirac delta
distribution and its derivatives, that will be exposed in the next Section.

12 We recall that we are using the representation in the reference system centred at O′ ≡ O and
with basis { ē1, ē2, ē3 }.
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Figure 7.4: Representation of a compact support Ω∗ of a function φ(x).

7.8 The distributional derivative and the Dirac delta

In order to calculate explicitly the integral equations defining the incremental
displacement and mean stress fields, some definitions and further details about
the Dirac delta and the evaluation of its derivative must be illustrated.

7.8.1 The distributional derivative

Let φ(x) be a continuous test function. The application of the delta function
to the test functions yields: (

δ(x− a), φ(x)
)

= φ(a) (7.262)

where φ(x) belongs to the Schwartz space13 and we consider δ(x) as a distri-
bution (or continuous linear functional). The principal properties of the Dirac
delta are the following:

δ(x) = 0 ∀x 6= 0 (7.263a)∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1 (7.263b)

δ(x) = δ(x1)δ(x2) . . . δ(xn) se x ∈ Rn (7.263c)

Let f(x) be a generalized function (a functional) and φ(x) be a smooth C∞

class test function with compact support Ω∗. Ω∗ is a region strictly included in

13 The Schwartz space is the space of the functions with rapid decay at infinity and infinitely
differentiable, whose partial derivatives decay rapidly too.
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Ω, on which φ(x) can assume any value (see Figure 7.4). On the region Ω\Ω∗ we
have φ(x) = 0 and we assume that the volume (and/or surface) of this region is
not infinitesimal, namely, the distance between the boundaries ∂Ω∗ and ∂Ω is
not infinitesimal, but finite and non null in every point. It follows that

φ(n)(x) =
∂φ(x)

∂xn
= 0 on ∂Ω (7.264)

namely, all the n-th order derivatives of φ(x) are null on the boundary of Ω.

Let us imagine that f(x) is defined as f : φ→ R and we define∫
Ω

f(x)φ(x) dx = (f, φ) (7.265)

namely, the function f(x) applied to φ(x). To apply the derivative of f(x) to
φ(x) is equivalent to:(

∂f

∂xi
, φ

)
=

∫
Ω

∂f(x)

∂xi
φ(x) dx =

=

∫
Ω

∂

∂xi

[
f(x)φ(x)

]
dx−

∫
Ω

f(x)
∂φ(x)

∂xi
dx (7.266)

where the product rule has been used. On application of the divergence theorem,
we obtain:(

∂f

∂xi
, φ

)
=

∫
∂Ω

f(x)φ(x)ni dSx −
∫

Ω

f(x)
∂φ(x)

∂xi
dx (7.267)

but φ(x) is zero on the boundary ∂Ω as well as its derivatives, so that the first
integral is null. Consequently, the above relations can be simplified as(

∂f

∂xi
, φ

)
= −

∫
Ω

f(x)
∂φ(x)

∂xi
dx = −

(
f,
∂φ

∂xi

)
(7.268)

namely, the derivative of the distribution is related only to the derivative of the
test function. Regarding the higher order derivatives, we proceed similarly and
we obtain the following generalization. Let α be a multi-index:

α = (α1, α2, . . . , αn) (7.269)
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where αi ∈ N ∪ { 0 }. Let us define:

|α| =
n∑
i=1

αi = α1 + α2 + · · ·+ αn (7.270)

while we represent the n-th order derivatives as

Dαf(x) =
∂|α|f(x)

∂xα1
1 ∂xα2

2 . . . ∂xαnn
(7.271)

then the distributional derivative of order α is:

(Dαf, φ) = (−1)|α|(f,Dαφ) (7.272)

7.8.2 The derivative of the Dirac delta

The uni-dimensional case

If we apply the concept of distributional derivative to the Dirac delta, we
have (

δ
′
(x− a), φ(x)

)
=
(
δ(x− a), φ

′
(x)
)

= −φ
′
(a) (7.273)

and, more in general,(
δ(α)(x− a), φ(x)

)
= (−1)|α|

(
δ(x− a), φα(x)

)
= (−1)|α|φα(a) (7.274)

while for scalar functions(
δ(n)(x− a), φ(x)

)
= (−1)nφn(a) (7.275)

recalling that
d

dx
δ(−x) = − d

dx
δ(x) (7.276)

If we want to make explicit and implement the above relations, we can exploit
the following approximation:

δ(x) ≈ ε

π(x2 + ε2)
= δ∗(x) (7.277)
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−3 −2 −1 1 2 3

0.20

0.40

0.60 1
πε
≈ 0.636

x

δ∗(x)

ε = 0.5

Figure 7.5: Example of the graph of the function δ∗(x) approximating the Dirac delta.

with ε ∈ R+, and in particular we assume ε→ 0+ (without any loss of general-
ity). We observe that

δ∗(0) =
1

πε
(7.278)

which becomes singular for ε = 0, exactly as δ(x). Furthermore, we observe the
following property:∫ +∞

−∞
δ∗(x) dx =

∫ +∞

−∞

ε

π(x2 + ε2)
dx =

ε

π

[
1

ε
arctan

(x
ε

)]+∞

−∞
=

=
1

π

[π
2
−
(π

2

)]
= 1 (7.279)

as from the definition of δ(x) and we observe that this result is independent of
ε.

The two-dimensional case

We consider a unit vector ω, applied in x, described in a local reference
system defined by the basis { ẽ1, ẽ2 }; the representation of ω is:

ω = cos θ ẽ1 + sin θ ẽ2 (7.280)

where θ ∈ [0, 2π], and we want to calculate the following integral:∫
|ω|=1

g(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.281)
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where er corresponds to the unit vector defined by the position vector x, while
g(ω) is a generic continuous function. The increment of the vector ω can be
expressed as:

ω1 + ∆ω1 = cos(θ + ∆θ) (7.282a)

ω2 + ∆ω2 = sin(θ + ∆θ) (7.282b)

The increment of the argument of g is

(ω + ∆ω) · er = ω · er + ∆(ω · er) (7.283)

while for the function itself we have

g
(
(ω + ∆ω) · er

)
= g(ω · er) + ∆g(ω · er) (7.284)

From relations (7.283) and (7.284) we can obtain the increments:

∆g(ω · er) = g
(
cos(θ + ∆θ)(ẽ1 · er) + sin(θ + ∆θ)(ẽ2 · er)

)
+

− g
(
cos θ(ẽ1 · er) + sin θ(ẽ2 · er)

)
(7.285)

and

∆(ω · er) =
[
cos(θ + ∆θ)− cos θ

]
(ẽ1 · er)+

+
[
sin(θ + ∆θ)− sin θ

]
(ẽ2 · er) (7.286)

If we use the Taylor series expansion for the increments of the vector ω, given
by (7.282), we obtain:

cos(θ + ∆θ) = cos θ cos(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=1

− sin θ sin(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=∆θ

≈ cos θ −∆θ sin θ (7.287a)

sin(θ + ∆θ) = sin θ cos(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=1

+ cos θ sin(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=∆θ

≈ sin θ + ∆θ cos θ (7.287b)

so that the increment ∆(ω · er) can be rewritten as

∆(ω · er) = −∆θ sin θ (ẽ1 · er) + ∆θ cos θ (ẽ2 · er) (7.288)
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namely,
∆(ω · er) = ∆θ

[
− sin θ (ẽ1 · er) + cos θ(ẽ2 · er)

]
(7.289)

and calculating the scalar products, we obtain:

∆(ω · er) = ∆θ
(
− sin θ x1 + cos θ x2

)
(7.290)

and we note that the quantity between the brackets is the equation of a line
perpendicular to the vector ω. In an analogous manner, we can rewrite the
increment ∆g(ω · er), which reduces to:

∆g(ω · er) = g
(
cos(θ + ∆θ)x1 + sin(θ + ∆θ)x2

)
− g
(
cos θ x1 + sin θ x2

)
=

= ∆g(θ) (7.291)

Now we can write the incremental ratio

∆g(ω · er)
∆(ω · er)

= −∆g(θ)

∆θ

1

− sin θ x1 + cos θ x2
(7.292)

The limit ∆θ → 0 yields:

lim
∆θ→0

∆g(ω · er)
∆(ω · er)

=
1

− sin θ x1 + cos θ x2

∂g(θ)

∂θ
= g

′
(θ) (7.293)

and this derivative is singular for all the points lying on the line perpendicular
to ω.

The three-dimensional case

We consider the unit vector ω, applied in x, described in the local reference
system defined by the basis { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } illustrated in Figure 7.3 on page 236:

ω = cos θ sinφ ẽ1 + sin θ sinφ ẽ2 + cosφ ẽ3 (7.294)

where θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π] and we want to calculate the following integral:∫
|ω|=1

g(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.295)
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where er corresponds to the unit vector defined by the position vector x, while
g(ω) is a generic continuous function. The increment of the vector ω can be
expressed as:

ωr + ∆ωr = cos(φ+ ∆φ) (7.296a)

ω⊥ + ∆ω⊥ = sin(φ+ ∆φ) (7.296b)

The increment of the argument of g is

(ω + ∆ω) · er = ω · er + ∆(ω · er) (7.297)

while for the function itself we have

g
(
(ω + ∆ω) · er

)
= g(ω · er) + ∆g(ω · er) (7.298)

From relations (7.297) and (7.298) we can obtain the increments:

∆g(ω · er) = g
(
cos θ sin(φ+ ∆φ)(ẽ1 · er) + sin θ sin(φ+ ∆φ)(ẽ2 · er)+

+ cos(φ+ ∆φ)(ẽ3 · er)
)
− g
(
cos θ sinφ (ẽ1 · er)+

+ sin θ sinφ (ẽ2 · er) + cosφ (ẽ3 · er)
)

(7.299)

and

∆(ω · er) = cos θ
[
sin(φ+ ∆φ)− sinφ

]
(ẽ1 · er) + sin θ

[
sin(φ+ ∆φ)− sinφ

]
× (ẽ2 · er) +

[
cos(φ+ ∆φ)− cosφ

]
(ẽ3 · er) (7.300)

If we use the Taylor series expansion for the increments of the vector ω, given
by (7.296), we obtain:

cos(φ+ ∆φ) = cosφ cos(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=1

− sinφ sin(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=∆φ

≈ cosφ−∆φ sinφ (7.301a)

sin(φ+ ∆φ) = sinφ cos(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=1

+ cosφ sin(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=∆φ

≈ sinφ+ ∆φ cosφ (7.301b)
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so that the increment ∆(ω · er) can be rewritten as

∆(ω · er) = cos θ∆φ cosφ (ẽ1 · er) + sin θ∆φ cosφ (ẽ2 · er)+
−∆φ sinφ (ẽ3 · er) (7.302)

namely,

∆(ω · er) = ∆φ
[
cos θ∆φ cosφ (ẽ1 · er) + sin θ cosφ (ẽ2 · er)+

− sinφ (ẽ3 · er)
]

(7.303)

and since er ‖ ẽ3:
∆(ω · er) = −∆φ sinφ (7.304)

In an analogous manner, we can rewrite the increment ∆g(ω ·er), which reduces
to:

∆g(ω · er) = g(cosφ−∆φ sinφ)− g(cosφ) = ∆g(φ) (7.305)

Now we can write the incremental ratio

∆g(ω · er)
∆(ω · er)

= − ∆g(φ)

∆φ sinφ
(7.306)

The limit ∆φ→ 0 yields:

lim
∆φ→0

∆g(ω · er)
∆(ω · er)

= − 1

sinφ

∂g(φ)

∂φ
= g

′
(φ) (7.307)

Using the spherical coordinate system (θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π]) and taking into
account that the vector ω has unit length, the integral (7.295) corresponds to the
following surface integral∫

|ω|=1

g(ω)δ
′
(ω · er) dω =

∫ 2π

0

∫ π

0

g
(
ω(φ, θ)

)
δ
′
(cosφ) sinφ dφdθ (7.308)

being the determinant of the Jacobian matrix equal to sinφ, since the radius has
unit length. On application of the rule (7.307) to the function δ(ω ·er) = δ(cosφ),
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we obtain∫ 2π

0

∫ π

0

g
(
ω(φ, θ)

)
δ
′
(cosφ) sinφdφdθ =

=

∫ 2π

0

∫ π

0

g
(
ω(φ, θ)

) [
− 1

sinφ

∂δ(cosφ)

∂φ

]
sinφ dφdθ =

=

∫ 2π

0

∫ π

0

−g
(
ω(φ, θ)

)∂δ(cosφ)

∂φ
dφdθ (7.309)

Taking into account the property of the Dirac delta, the derivative shifts to
the function g and the integral reduces to a line integral14 so that the integral
in (7.309) can be calculated as:∫ 2π

0

∫ π

0

−g
(
ω(φ, θ)

)∂δ(cosφ)

∂φ
dφdθ =

∫ 2π

0

∂g
(
ω(φ, θ)

)
∂φ

∣∣∣∣
φ=π

2

dθ (7.310)

We must recall that the previous equation does not represent the result of the
integral (7.295) described in the initial reference system, but yields it in the
local reference system { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; consequently, once we have calculated
equation (7.310), we must apply a change of coordinates.

An alternative method for the three-dimensional case

We illustrate in this Subsection an alternative method for the calculation of
the Dirac delta derivative for the three-dimensional case. Instead of defining
the derivative as the limit of the incremental ratio, we apply the technique of
the change of variable to the integral (7.308), here reported:∫ 2π

0

∫ π

0

g(φ, θ)δ
′
(cosφ) sinφdφdθ (7.311)

If we define y = cosφ (so that dy = − sinφ dφ), the above integral can be
rewritten as: ∫ 2π

0

∫ 1

−1

g(arccos y, θ)δ
′
(y) dy dθ (7.312)

14 Note that the argument of the delta function (namely, cosφ) vanishes only for φ = π
2

, being
φ ∈ [0, π].
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and, taking into account the Dirac delta property,∫ 2π

0

∫ 1

−1

g(arccos y, θ)δ
′
(y) dy dθ = −

∫ 2π

0

∂g(arccos y, θ)

∂y

∣∣∣∣
y=0

dθ (7.313)

However, the integrand can be manipulated as follows:

∂g(arccos y, θ)

∂y
=
∂g(arccos y, θ)

∂ arccos y

∂ arccos y

∂y
=

−1√
1− y2

∂g(φ, θ)

∂φ
=

=
−1√

1− cos2 φ

∂g(φ, θ)

∂φ
= − 1

sinφ

∂g(φ, θ)

∂φ
(7.314)

and in this way we arrive to the rule (7.307). Now equation (7.313) becomes

−
∫ 2π

0

∂g(arccos y, θ)

∂y

∣∣∣∣
y=0

dθ =

∫ 2π

0

[
1

sinφ

∂g(φ, θ)

∂φ

]
φ=π

2

dθ (7.315)

which corresponds to (7.310). Consequently, we must also bring the description
of the above equation back to the initial reference system.

7.9 Final implementation of the three-dimensional
Green’s functions

The plane wave expansion requires the integration on the surface of a unit
sphere centred at point x. To this aim, we use the expressions for ω given
by (7.260) and we perform the integration with respect to the variables θ and φ,
an in particular we obtain:∫

|ω|=1

[ ] dω =

∫ 2π

0

∫ π

0

[ ] sinφdφ dθ (7.316)

being
dA = (1 sinφ dφ)(1 dθ) = sinφdφ dθ (7.317)

Note that in the above expressions we must take into account in an appropri-
ate manner the change of the integrand functions representation, which are
functions of the vector ω (and how it is described). We can formalize the law
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governing the representation change of the vector ω from the local reference
system { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } to the initial system { e1, e2, e3 }, through the following
rotation tensor:

[Q] =
1

r
√
x2

1 + x2
2

 rx2 x1x3 x1

√
x2

1 + x2
2

−rx1 x2x3 x2

√
x2

1 + x2
2

0 −(x2
1 + x2

2) x3

√
x2

1 + x2
2

 (7.318)

A generic vector u can be expressed in the initial reference system { e1, e2, e3 }
starting from its components in the local reference system (denoted with a tilde)
as follows:

u = Qũ (7.319)

and the inverse law is
ũ = QTu (7.320)

which yields the components of u in the local reference system as functions of
those in the initial system. In an analogous manner, a second order tensor can
be represented as

U = Uij ei ⊗ ej = Ũij ẽi ⊗ ẽj (7.321)

depending on the choice of the basis. The components Uij and Ũij are related
as follows

Ũij = ẽi ·Uẽj = ẽi [Ukl ek ⊗ el] ẽj = Ukl(ek · ẽi)(el · ẽj) (7.322)

Assuming
Qki = ek · ẽi (7.323)

we have
Ũij = QikUklQlj (7.324)

namely,
Ũ = QTUQ ←→ U = QŨQT (7.325)

Regarding the incremental displacement field (7.29), in the integrand ap-
pears the Dirac delta as a post-multiplier for all the terms inside the integral, so

250 Luca Prakash Argani



7.9 | FINAL IMPLEMENTATION OF THE 3D GREEN’S FUNCTIONS

that we have the following form:∫
|ω|=1

G(ω,x)δ(ω · x) dω (7.326)

and it is clear that the integrand does not vanish only if ω · x = 0, namely,
when the vectors ω and x are mutually perpendicular.15 This implies that the
region of the space on which the integrand gives a non null contribution is the
intersection of the spherical surface (with unit radius) and the plane generated
by the unit vectors ẽ1 and ẽ2. Consequently, the surface integral reduces to a
line integral on the unit circle lying on the plane generated by ẽ1 and ẽ2, namely,
it has the form: ∫

|ω|=1

[ ]δ(ω · x) dω =

∫ 2π

0

[ ] dθ (7.327)

being the line element of the unit circle equal to dl = 1 dθ (so that the area
reduces to a length).

To simplify the distinction in the representation that must be used in the
following equations, we denote with with latin letters the components in the
initial reference system { e1, e2, e3 }, while we denote with greek letters (and a
tilde on the relative quantity) those in the local reference system { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; in
this way, the integral equations for the incremental displacement (7.29) can be
expressed as:

vgk(x) = − 1

8π2r

∫
|ω|=1

Vgk(ω)δ(ω · er) dω =

= −QgαQkβ
8π2r

∫ 2π

0

∫ π

0

Ṽαβ(θ, φ) δ(cosφ) sinφdφ dθ (7.328)

where

V (ω) =
A−1(ω)ω ⊗A−1(ω)ω

ω ·A−1(ω)ω
−A−1(ω) (7.329)

The difference between Vgk and Ṽαβ consists only in the representation: the first

15 We recall that the Dirac delta function has the following property:∫ a+ε

a−ε
g(t)δ(t− a) dt = g(a)

where a ∈ R and ε ∈ R+.
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is described in the initial system, while the second in the local one; consequently,
the following relation for the change of the reference system holds:

Ṽ = QTV Q ←→ V = QṼ QT (7.330)

On application of the rule (7.327) to (7.328) yields the Green’s function for the
incremental displacement field

vgk(x) = −QgαQkβ
8π2r

∫ 2π

0

Ṽαβ(θ, π/2) dθ (7.331)

Regarding the mean stress field (7.30), its integral formulation has a form similar
to (7.308), namely

ṗg(x) =
1

8π2r2

∫
|ω|=1

Pg(ω)δ
′
(ω · er) dω =

=
Qgα

8π2r2

∫ 2π

0

∫ π

0

P̃α(θ, φ)δ
′
(cosφ) sinφdφ dθ (7.332)

where

P (ω) =
A−1(ω)ω

ω ·A−1(ω)ω
(7.333)

so that Pg and P̃α are represented, respectively, in the initial and in the local
reference systems; the rule that allows us to switch from a system to the other is

P̃ = QTP ←→ P = QP̃ (7.334)

Taking into account the (7.310), the Green’s function for the incremental mean stress
field reduces to

ṗg(x) =
Qgα

8π2r2

∫ 2π

0

∂P̃α(θ, φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=π

2

dθ (7.335)

The integral involved in the expression of the gradient of the incremental dis-
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placement field (7.41) can be written as

∫
|ω|=1

Dgkl(ω)δ
′
(ω · er) dω = QgαQkβQlγ

∫ 2π

0

∫ π

0

D̃αβγ(θ, φ)δ
′
(cosφ)

× sinφdφ dθ (7.336)

where
D(ω) = V (ω)⊗ ω (7.337)

so that the Green’s function for the gradient of the incremental displacement field
becomes

vgk,l(x) = −QgαQkβQlγ
8π2r2

∫ 2π

0

∂D̃αβγ(θ, φ)

∂φ

∣∣∣∣
φ=π/2

dθ (7.338)

Finally, the potential (7.113) has the form

Φ̂(x) =
1

8π2r3

∫
|ω|=1

Z(ω)δ
′′
(ω · x) dω =

=
1

8π2r3

∫ 2π

0

∫ π

0

Z̃(θ, φ)δ
′′
(cosφ) dφ dθ (7.339)

where
Z(ω) =

1

ω ·A−1(ω)ω
(7.340)

and the difference between Z and Z̃ consists in their representations. Taking
into account the (7.310), we obtain

Φ̂(x) =
1

8π2r3

∫ 2π

0

∂2Z̃(θ, φ)

∂φ2

∣∣∣∣
φ=π

2

dθ (7.341)

Once established the integration domain for the integral functions describing
the incremental displacement and mean stress fields and the geometry of the
problem (namely, the choice of the initial reference system and the consequent
representation of ω), the components of the acoustic tensor A(ω) must be
calculated.
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7.9.1 Application to incompressible isotropic elasticity or Stokes
flow

We consider the special case of incompressible isotropic elasticity, for which
the stress tensor reduces to

σij = pδij + µ
(
vi,j + vj,i

)
(7.342)

so that the constitutive tensor becomes

Kijkl = µ
(
δikδjl + δilδjk

)
(7.343)

where µ is the shear modulus and, consequently, the acoustic tensor and its
inverse are expressed as

Ajl(ω) = µ(ωjωl + δjl) (7.344a)

A−1
jl (ω) = − 1

2µ
ωjωl +

1

µ
δjl (7.344b)

and, in addition, we have

ωjA
−1
jl (ω) = − 1

2µ
ωjωjωl +

1

µ
ωjδjl =

1

2µ
ωl (7.345)

and
ωjA

−1
jl (ω)ωl =

1

2µ
ωlωl =

1

2µ
(7.346)

It follows that the Green’s function set for the velocity and mean stress fields
becomes

vgk(x) =
δgk
4πr
− 1

8π2r

∫
|ω|=1

ωgωkδ(ω · er) dω (7.347a)

ṗg(x) =
1

8π2r2

∫
|ω|=1

ωgδ
′
(ω · er) dω (7.347b)

while the potential Φ reduces to

Φ(x) =
µ

4π2r3

∫
|ω|=1

δ
′′
(ω · er) dω = −2µδ(x) (7.348)
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The potential (7.348) provides a null contribution in the boundary integral (7.50),
while the Green’s functions (7.347a) and (7.347b) can be calculated through
equations (7.331) and (7.335). The representation of ω in the local reference
system { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } is

ω = cos θ sinφ ẽ1 + sin θ sinφ ẽ2 + cosφ ẽ3 (7.349)

so that the product ω ⊗ ω is

ω ⊗ ω =

 cos2 θ sin2 φ cos θ sin θ sin2 φ cos θ cosφ sinφ

cos θ sin θ sin2 φ sin2 θ sin2 φ sin θ sinφ cosφ

cos θ cosφ sinφ sin θ cosφ sinφ cos2 φ

 (7.350)

while the derivative of ω with respect to φ is

∂ω

∂φ
= { cos θ cosφ , sin θ cosφ ,− sinφ } (7.351)

The integrand of equation (7.331) can be expressed as

Ṽαβ =
1

µ
(ω ⊗ ω − I) (7.352)

and, if it is evaluated for φ = π/2, reduces to

Ṽαβ(θ, π/2) =
1

µ

cos2 θ − 1 cos θ sin θ 0

cos θ sin θ sin2 θ − 1 0

0 0 −1

 (7.353)

whose integration with respect to variable θ, as indicated in equation (7.331),
yields ∫ 2π

0

Ṽαβ(θ, φ) = −π
µ

1 0 0

0 1 0

0 0 2

 = ṽαβ (7.354)
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The displacement field is obtained on application of the transformation from
local to initial coordinates, defined by the rule (7.330), as follows:

vkg (x) = −QgαṽαβQkβ
8π2r

=
1

8πµr
Q

1 0 0

0 1 0

0 0 2

QT (7.355)

and finally, we obtain

vkg (x) =
1

8πµr3

x2
1 + r2 x1x2 x1x3

x2x1 x2
2 + r2 x2x3

x3x1 x3x2 x2
3 + r2

 (7.356)

The integrand of equation (7.335) can be calculated by imposing φ = π/2 in
equation (7.351)

∂ω

∂φ

∣∣∣∣
φ=π

2

= { 0 , 0 ,−1 } (7.357)

and its integration with respect to variable θ, as indicated in equation (7.335),
yields ∫ 2π

0

∂ω

∂φ

∣∣∣∣
φ=π

2

= −2π { 0 , 0 , 1 } = p̃α (7.358)

The mean stress field can be obtained on application of the transformation from
local to initial coordinates, defined by the rule (7.334), as follows:

ṗg(x) =
Qgαp̃α
8π2r2

= − 1

4πr2
Q

0

0

1

 (7.359)

and finally, we obtain

ṗg(x) = − 1

4πr3
{ x1 , x2 , x3 } (7.360)

The transformation law for the mean stress can also be applied as follows. The
mean stress must be represented in the initial reference system; recalling that

ṗ = (p̃ · e1)e1 + (p̃ · e2)e2 + (p̃ · e3)e3 (7.361)
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the components of ṗα in the initial reference system are

ṗ1 = − ẽ1 · e1

4πr2
= − x1

4πr3
(7.362a)

ṗ2 = − ẽ2 · e2

4πr2
= − x2

4πr3
(7.362b)

ṗ3 = − ẽ3 · e3

4πr2
= − x3

4πr3
(7.362c)

From equations (7.356) and (7.360) we obtain the following expression for
the displacement and mean stress field for incompressible isotropic elasticity:

vgk(x) =
1

8πµr

(
δkg +

xkxg
r2

)
(7.363a)

ṗg(x) =
xg

4πr3
(7.363b)

representing, for the Stokes flow, the well-known Stokeslet.

7.9.2 Linear elastic isotropic compressible material

The Green’s functions are presented in literature only in terms of displace-
ment field for the case of linear elastic isotropic compressible materials without
prestress; using the Lamé constants, the displacement field is expressed as (see
Hirth & Lothe [132])

uij(x− y) =
1

8πµ

[
δij∇2r − λ+ µ

λ+ 2µ

∂2r

∂xi∂xj

]
(7.364)

or, by introduction of the Poisson’s ratio ν, as [63, 64]

uij(x− y) =
1

16πµ(1− ν)r

[
(3− 4ν)δij∇2r +

∂r

∂xi

∂r

∂xj

]
(7.365)

In these two expressions we consider the distance r defined as

r = d(x,y) = |x− y| =
√

(xi − yi)2 (7.366)

namely, the distance between the source point y and the generic point x,
in which we measure the field. It follows that the Green’s functions (7.364)

Luca Prakash Argani 257



7 | THREE-DIMENSIONAL GREEN’S FUNCTIONS

and (7.364) are translated functions, so that they have a structure similar to
those employed in the previous Chapter, namely, in the inclusions and disloca-
tions problems.

The first derivative of r is

∂r

∂xi
=
xi − yi
r

(7.367)

while its second order derivatives are expressed as

∂2r

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
xi − yi
r

)
=
δij
r
− (xi − yi)(xj − yj)

r3
(7.368a)

∂2r

∂x2
i

=
r2 − (xi − yi)2

r3
(7.368b)

so that the Laplacian becomes

∇2r =
2

r
(7.369)

Recalling the constitutive laws relating the Lamé constants to the elastic modu-
lus and the Poisson’s ratio

µ =
E

2(1 + ν)
(7.370a)

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
=

2µν

1− 2ν
(7.370b)

we can write the following relations

λ+ µ = µ

(
2ν

1− 2ν
+ 1

)
=

µ

1− 2ν
(7.371a)

λ+ 2µ = µ

(
2ν

1− 2ν
+ 2

)
=

2µ(1− ν)

1− 2ν
(7.371b)

yielding
λ+ µ

λ+ 2µ
=

µ

1− 2ν

1− 2ν

2µ(1− ν)
=

1

2(1− ν)
(7.372)

The quantity between brackets in the second member of (7.364) can be rewritten
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as

δij∇2r − λ+ µ

λ+ 2µ

∂2r

∂xi∂xj
=

2

r
δij −

1

2(1− ν)

[
δij
r
− (xi − yi)(xj − yj)

r3

]
=

=
1

r

[
2− 1

2(1− ν)

]
δij +

(xi − yi)(xj − yj)
2(1− ν)r3

=

=
1

2(1− ν)r

[
(3− 4ν)δij +

(xi − yi)(xj − yj)
r2

]
(7.373)

Now equations (7.364) and (7.365) can be expressed as functions of the polar
coordinates of the points x and y

uij(x− y) =
1

16πµ(1− ν)r

[
(3− 4ν)δij +

(xi − yi)(xj − yj)
r2

]
(7.374)

and if we assume that the point y is centred at the origin, we have:

uij(x) =
1

16πµ(1− ν)r

[
(3− 4ν)δij +

xixj
r2

]
(7.375)

For the incompressible material we have ν = 0.5, so that (7.374) and (7.375)
reduce to

uij(x− y) =
1

8πµr

[
δij +

(xi − yi)(xj − yj)
r2

]
(7.376)

and
uij(x) =

1

8πµr

(
δij +

xixj
r2

)
(7.377)

respectively, and we observe that this last expression exactly coincides with (7.363a).

7.10 Conical localization of deformation

We are now in a position to analyze the effect of a force dipole as an agent
perturbing an infinite elastic incompressible media, prestrained with a stretch
λ3 and obeying the J2–deformation theory of plasticity within the axisymmetric
stress state described in Section 7.5.1 and with a value of the hardening param-
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(a) Modulus of the incremental displace-
ments in the plane Orx3.

(b) Volume levels of the modulus of the in-
cremental displacements.

Figure 7.6: Level sets of the modulus of the incremental displacement field generated by a con-
vergent force dipole subject to a compressive prestretch near the elliptic boundary; the
field is focused along four conical shear bands.

eter N = 0.4, for which the critical stretches for failure of ellipticity, given in
Section 7.6.2, are 0.336 519 (for the initial state of compressive prestress) and
2.9716 (corresponding to a tensile prestress).

We consider first the situation in which the dipole is aligned parallel to
the axis x3, as sketched in Figure 7.6a, with the forces (shown red) orientated
in a convergent direction; furthermore, an initial state of compressive stretch
is assumed. The incremental displacement field can be obtained through su-
perposition and subsequent implementation of equation (7.331). Due to the
axisymmetric conditions, it is possible to plot the modulus of the incremental
displacements only in the plane Orx3, as shown in Figure 7.6. Note that the
modulus of the displacement field is focused along four cones or conical shear
bands.

For N = 0.4 and λ3 = 0.336 519, the regime equation (7.199) provides an
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inclination of the shear cone surfaces equal to 66.16° with respect to the x3-axis16,
clearly visible in Figure 7.6.

16 The regime equation (7.199) can be evaluated with the following substitutions: the material
parameters (7.225), the prestress (7.226), and the effective strain (7.177); in this way, the regime
equation becomes a function of the material parameter N and of the prestretch λ3, so that it is
possible to calculate the inclination of the shear cone surfaces.
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Part II

NON-STANDARD ELASTOPLASTIC
CONSTITUTIVE LAWS
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Chapter 8
INTRODUCTION

G
RANULAR AND GEOLOGICAL MATERIALS are employed for many in-
dustrial purposes: shock and vibration absorbers, fire protection,
thermal barriers, refractory products, wear protectors, electric iso-
lators, and catalysts. They are characterized by pressure-sensitive

yielding, and dilatant/contractant inelastic behaviour1. Several yield functions
have been introduced for the mechanical description of these materials, which
have to satisfy different requirements, among which, the most important are
convexity and smoothness, two requisites met by the yield function proposed
by Bigoni & Piccolroaz [77, 115, 116], henceforth referred to as the ‘BP yield
function’, or simply ‘BP’. Moreover, this function has an extreme ‘deformability’,
thus proves particularly appropriate to describe the granular/solid transition
occurring during forming of ceramic powders [117, 118], a crucial process in
the production of many ceramic products.

Used in the context of elastoplastic modelling, the BP yield function intro-
duces the problem that to be convex, it has been defined +∞ outside certain
regions in the stress-space. Therefore, in its original form, the BP yield function
cannot be implemented within an elastoplastic integration scheme, if a gradient-
based return mapping algorithm is used, for which the gradient of the yield
function is needed everywhere in the stress-space [119]. If a non-convex version
of the BP yield function (obtained by squaring the terms) is implemented with a

1 These mechanical behaviours are observed in: ceramic and metal powders [78–82], concrete [83],
geomaterials [84–94], masonry [95–97], but also metals [98–105], high strength alloys [106], and
shape memory alloys [107–114].
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return mapping algorithm, wrong results can be produced, as a specific example
will demonstrate.

The problem of the BP yield surface is also common to other yield surfaces
for geomaterials [120], so that Penasa, Piccolroaz, Argani & Bigoni [121]2 have
overcome the difficulty by proposing two algorithms: one is based on a forward
Euler technique with a correction based on a ‘centre-of-mass’ return scheme,
fully applicable to the original form of the BP yield function (defined +∞
outside the yield surface), and another based on a cutoff-substepping return
mapping algorithm that can be applied on the squared (and non-convex) version
of the BP yield function. Iso-error maps and comparisons with two model
problems allowing for a semi-analytical solution (the forming of a ceramic
powder pressed against a rigid spherical cup and the expansion of a green body
spherical shell subject to internal pressure) show that both algorithms perform
correctly, with an accuracy comparable in certain regions of the stress state, even
if there are regions where each algorithm is superior to the other.

In particular, the ‘centre-of-mass’ algorithm is faster than the other, but
less accurate near vertices of the deviatoric yield surface, while the cutoff-
substepping return mapping algorithm is always more accurate than the other,
but can become slow for stress states near the vertices of the meridian yield
surface. Finally, we may conclude that, although both algorithms have their
advantages and limitations, generally speaking the cutoff-substepping return
mapping algorithm can eventually be preferred.

Outline of Part II

Part II is organized as follows. A brief overview of the Bigoni & Piccolroaz
yield surface and two novel integration algorithms are described in the ninth Chap-
ter, while in the tenth Chapter the classic problems of elastoplastic spherical
shells are extended to the case of the Bigoni & Piccolroaz yield surface, showing
new features of the solutions.

2 M. Penasa, A. Piccolroaz, L.P. Argani, and D. Bigoni. “Integration algorithms of elastoplasticity
for ceramic powder compaction”. In Press on: J. Europ. Ceramic Soc. (2014).
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Chapter 9

INTEGRATION ALGORITHMS OF

ELASTOPLASTICITY FOR CERAMIC

POWDER COMPACTION

A brief overview on the Bigoni & Piccolroaz yield surface is given in
this Chapter. Two algorithms are described: an explicit integration scheme
based on a forward Euler technique with a ‘centre-of-mass’ return correction
and an implicit integration scheme based on a ‘cutoff-substepping’ return
algorithm.

A
S MENTIONED in the introduction, the problem with the BP yield func-
tion is that it is defined as +∞ in some regions outside the elastic
domain (for p /∈ [−c, pc]), Figure 9.1. Therefore, an integration algo-
rithm based on a standard return mapping technique cannot work,

so that the purpose of this Chapter (Section 9.2) is to introduce an explicit for-
ward Euler algorithm to solve this problem, while an implicit algorithm will be
presented in the Section 9.3 defined on a ‘squared version’ of the yield function.
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Figure 9.1: The BP yield function represented as a surface in the p–q plane.

9.1 The BP yield surface and its centre of mass

Bigoni & Piccolroaz [115, 116] have introduced a new yield function (BP) for
isotropic materials, defined in terms of the stress tensor σ by

F (σ) = f(p) +
q

g(θ)
(9.1)

where, defining the parameter Φ as

Φ =
p+ c

pc + c
(9.2)

the meridian and deviatoric functions are respectively written as1

f(p) =

{
−Mpc

√
(Φ− Φm) [2(1− α)Φ + α] if Φ ∈ [0, 1]

+∞ if Φ /∈ [0, 1]
(9.3a)

1

g(θ)
= cos

[
β
π

6
− cos−1 (γ cos 3θ)

3

]
(9.3b)

1 The expression (9.3b) was proposed by Podgórski [122, 123] and independently by Bigoni &
Piccolroaz [115].
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in which p, q and θ (the Lode’s angle) are the following stress invariants

p = − trσ

3
(9.4a)

q =
√

3J2 (9.4b)

θ =
1

3
arccos

(
3
√

3

2

J3

J
3/2
2

)
(9.4c)

functions of the second and third invariant of the deviatoric stress S

J2 =
1

2
trS2 (9.5a)

J3 =
1

3
trS3 (9.5b)

S = σ − trσ

3
I (9.5c)

I being the identity tensor.
The yield function (9.1)–(9.3) is convex when the seven material parameters

defining the meridian shape function f(p) and the deviatoric shape function
g(θ) lie within the following intervals

M > 0 pc > 0 c ≥ 0 0 < α < 2

m > 1 0 ≤ β ≤ 2 0 ≤ γ ≤ 1 (9.6)

Centre of mass of the yield surface

The numerical integration algorithm that will be developed later is based on
the knowledge of the centre of mass of the yield surface. This, with reference to
Figure 9.2, can be obtained as follows.

We begin by noting that the yield surface possesses the isotropy symmetries
in the deviatoric plane (see Bigoni & Piccolroaz [115]), therefore, the centre of
mass of the yield surface lies on the hydrostatic axis. The infinitesimal area of
the deviatoric section can be evaluated as

dA =
1

2
ρ2(θ) dθ (9.7)
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Figure 9.2: Radius ρ(θ) and the centre of mass of two indicative deviatoric sections (located at
different mean stresses p) of the BP yield surface. Due to the isotropy symmetries of the
deviatoric sections, the centres of mass lie on the hydrostatic axis.

where

ρ(θ) =

√
2

3
q = −

√
2

3
f(p)g(θ) (9.8)

is the radius of the surface boundary evaluated with respect to the hydrostatic
axis, so that the area of the deviatoric section is expressed as

A(p) = 2f2(p)

∫ π
3

0

g2(θ) dθ (9.9)

On application of the definition of the centre of mass

pG =

∫ pc

−c pA(p) dp∫ pc

−cA(p) dp
(9.10)

provides the coordinate of the centre of mass of the BP yield surface along the hydro-
static axis

pG =
(m+ 1)pc [(α− 3)m− 6] + c [6(α+ 1) +m(m+ 7)]

(m+ 3) [(α− 4)m− 2(α+ 2)]
(9.11)

a formula involving all the meridian parameters of the yield function, except M .
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Figure 9.3: Geometrical sketch of the ‘centre of mass return algorithm’ for the integration of rate
elastoplastic constitutive equations.

9.2 The ‘centre of mass’ return algorithm

We propose a numerical integration procedure for rate elastoplastic constitu-
tive equations based on a return algorithm which is geometrically sketched in
Figure 9.3 and can be syntetically described with reference to Box 9.2.

In particular, starting from a given state at a step n [point (1) in Box 9.2] and
after the usual trial elastic step [point (2)], the stress point at yielding is found
along the line joining the trial and the initial state [point (3)]; from this point,
after the purely elastic strain is eliminated from the strain increment [point (4)], a
new stress increment is found using the tangent elastoplastic operator [point (5)];
the plastic strain increment is updated [point (6)]; and finally, a return on the
updated yield surface is performed along the line joining with the centre of
mass of the yield surface [points (7)–(8)].
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Box 9.2: The ‘centre of mass’ return algorithm

(1) Given an initial state at step n, described by the variables σn, εe
n,

ε
p
n and given a strain increment ∆ε;

(2) evaluate the elastic trial solution

σtrial
n+1 = σn + E[∆ε]

(3) along the line from σn to σtrial
n+1 find the stress point σy

n+1 at yield-
ing (for fixed εp

n), so that

F
(
σ

y
n+1, ε

p
n

)
= 0

(4) evaluate the elastic deformation increment corresponding to
σ

y
n+1 − σn, namely,

∆ε
y
n+1 = E−1

[
σ

y
n+1 − σn

]
(5) evaluate the stress increment via the tangent elastoplastic operator

(for fixed εp
n) as

σ
(0)
n+1 = σ

y
n+1 + C

[
∆ε−∆ε

y
n+1

]
(6) update the plastic deformation

ε
p (0)
n+1 = εp

n + ∆ε− E−1
[
σ

(0)
n+1

]
(7) find the stress σ(1)

n+1 on the updated yield surface

F
(
σ

(1)
n+1, ε

p (0)
n+1

)
= 0

(8) update the plastic deformation for the final stress state on the yield
surface

ε
p (1)
n+1 = εp

n + ∆ε− E−1
[
σ

(1)
n+1 − σn

]
(9) EXIT.
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Figure 9.4: Cutoff plane for the BP yield surface. Stress points where the return mapping algorithm
works correctly are on the side of the plane where the yield surface lies. The ‘false
elastic domain’ is shown brown.

There are two ‘find’ in the procedure explained in Box 9.2: the first is at
line (3) and the second is at point (7). Both correspond to a root-finding pro-
cedure for a scalar function (the yield function) of tensor variable (the stress),
that can be pursued with different numerical techniques, so that we employed a
bisection method. Regarding the ‘find’ at point (3), the zero of F is sought along
the segment joining σn with σtrial

n+1, while no directions are a-priori prescribed
for returning on the yield surface from the stress state σ(0)

n+1 at point (5). We
propose to find the zero of F

(
σ

(1)
n+1, ε

p (0)
n+1

)
= 0 along the segment drawn from

σ
(0)
n+1 to the centre of mass of the yield surface, σG [defined by parameter pG,

equation (9.11)].

9.3 The cutoff-substepping integration algorithm

As an alternative to the forward Euler procedure with ‘centre of mass’ return
correction introduced in the previous Section, we propose an implicit integration
scheme. Since the standard return mapping algorithm does not work in a zone
of the stress-space, this zone can be delimited by introducing a cutoff plane
orthogonal to the hydrostatic axis, so that a new algorithm can be set up in
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which the return mapping scheme is augmented of a substepping when the trial
elastic stress falls within that zone. In particular, if the trial elastic solution σtrial

falls on the same side of the plane as the starting point, the return mapping
algorithm correctly converges (as demonstrated in Section 9.3.1), while, if it falls
beyond the cutoff plane, an iterative subincrementation is performed, in which
the strain increment ∆ε is subdivided and the return mapping is iteratively
applied with successive updates of the BP yield function, so that, eventually, the
entire initial step will be performed remaining within the correct stress zone.

The position of this cutoff plane depends on shape and size of the BP yield
surface (see Figure 9.4) and can be determined as follows.

9.3.1 The squared BP yield function and the cutoff plane

The squared BP yield function is obtained by squaring the terms in equa-
tion (9.3), so that its meridian part (divided by pc) can be written as

f̃(Φ) = M2 (Φ− Φm) [2(1− α)Φ + α] (9.12)

The first and second order derivatives of this function with respect to Φ are

df̃(Φ)

dΦ
= M2

{
2(1− α) [2Φ− (1 +m)Φm] + α

(
1−mΦm−1

)}
(9.13)

and

d2f̃(Φ)

dΦ2
= M2

{
2(1− α)

[
2−m(1 +m)Φm−1

]
− αm(m− 1)Φm−2

}
(9.14)

respectively. Note that the squared BP yield function is differentiable (its first
and second order derivatives are defined everywhere), but, in general, is no
longer convex and displays a so-called ‘false elastic domain’ (a nomenclature
introduced by Brannon & Leelavanichkul [120]), visible in Figure 9.4. For this
reason, the Newton-Raphson algorithm

Φn+1 = Φn −
f̃(Φn)

df̃(Φ)
dΦ

∣∣∣
Φn

(9.15)
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Φa Φb
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ra

rb

Φ

f̃(Φ)

Figure 9.5: Determination of the position of the cutoff plane. Local stationary (maximum and
minimum) and inflection points are denoted by red spots, while the bounds of the
non-convex region (in which the Newton-Raphson algorithm can be still used) are
shown green. The dashed lines ra and rb are the tangent lines to the meridian function
at the points Pa and Pb, respectively. The graph f̃(Φ) has been obtained with the
following set of parameters: M = 1, m = 3, α = 1.5, pc = 100 MPa, and c = 10 MPa.

in general fails to converge. Nevertheless, it is possible to demonstrate that,
for the squared BP yield function, a non-convex region exists in which the
Newton-Raphson method still converges, despite the non-convexity. The re-
gion is delimited by the above-introduced cutoff plane, which position can be
determined as follows.

Position of the cutoff plane

Let us consider the situation sketched in Figure 9.5. The generic points
Pa =

(
Φa, f̃(Φa)

)
and Pb =

(
Φb, f̃(Φb)

)
lie on the meridian function, so that it

is possible to calculate in those points the tangents ra and rb as

ra : f̃(Φ) = f̃(Φa) + f̃
′
(Φa)(Φ− Φa) (9.16)

and
rb : f̃(Φ) = f̃(Φb) + f̃

′
(Φb)(Φ− Φb) (9.17)

referred to the points Pa and Pb respectively, and where a prime denotes the
derivative with respect to Φ. If we impose that

(
Φa, 0

)
∈ rb and

(
Φb, 0

)
∈ ra, we
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obtain the following non-linear algebraic system:{
f̃(Φa) + f̃

′
(Φa)(Φ− Φa) = 0

f̃(Φb) + f̃
′
(Φb)(Φ− Φb) = 0

(9.18)

with the unknowns Φa and Φb; these values, that can be calculated numerically,
define the region [Φa,Φb] in which the Newton-Raphson algorithm can be still
used, even though the squared BP yield function is not convex.

As a conclusion, Φb is the value defining the position of the cutoff plane, to
be used in the sub-incrementation scheme, as shown in Box 9.3.1 (note that Φa

is not needed, since in the integration algorithm the trial elastic stress always
lies outside the elastic domain).

Box 9.3.1: The ‘cutoff-substepping’ integration algorithm

(1) Given an initial state at step n, described by the variables σn, εe
n,

ε
p
n and given a strain increment ∆ε;

(2) Set ∆εi = ∆ε and m = 1 (where m defines the substep interval);

(3) INITIALIZE: all variables are set equal to the value at the initial
step n;

(4) DO i = 1, m;

(5) Evaluate the elastic trial solution

σtrial
n+1,i = σn + E[∆εi]

(6) Calculate Φtrial
n+1,i =

pn+1,i+cn
pc,n+cn

and Φb by solving equation (9.18);

(7) Check position with respect to the cutoff plane

IF Φtrial
n+1,i ≤ Φb GOTO Standard Return Mapping;

(8) Substepping procedure

ELSE m = 2m AND ∆εi = ∆ε
m ;

(9) GOTO (3)
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Table 9.1: Deformation steps ∆ε used for comparing the performance of the centre-of-mass inte-
gration algorithm with the return mapping, the latter performed on the squared version
of the BP yield function.

Test specifications Deformation

∆ε1 ∆ε2 = ∆ε3

Test 1 Isotropic compression −0.024 −0.024
Test 2 Isotropic traction 0.000 137 14 0.000 137 14
Test 3 Negative uniaxial deformation −0.008 072 8 0
Test 4 Positive uniaxial deformation 0.000 373 12 0
Test 5 Triaxial compression −0.009 283 9 −0.018 567 8
Test 6 Triaxial extension −0.006 091 −0.012 182

∆ε1 = −∆ε2 ∆ε3

Test 7 Shear 0.000 784 08 0

9.4 The numerical performance: finite step accuracy

The numerical performance of the centre-of-mass integration technique has
been tested by comparing results obtained for a prescribed finite step of deforma-
tion (taken in different directions in the space of symmetric tensors as elucidated
in Table 9.1) with those obtained with the cutting-plane return-mapping tech-
nique [119] applied to the ‘squared-version’ of the BP yield surface, without
sub-incrementation. In this way, it will become evident that for certain values
of the trial elastic stress convergence will not occur for the latter algorithm.

The comparison between the two integration algorithms has been performed
by assuming:

• a form of the yield surface, namely,

M = 0.26 m = 2 α = 1.99 β = 0.12

γ = 0.98 pc = 350 MPa c = 2 MPa (9.19)

• elastic parameters in terms of Lamé constants λ = 2669.49 MPa and µ =

4745.76 MPa;

• linear strain-hardening.
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(a) View of a meridian section. (b) View of a deviatoric section.

Figure 9.6: Sections of the yield surface and local reference system employed for the construction
of the iso-error maps.

Note that the above parameters have been selected to be representative of a
concrete-like material and the linear-hardening elastoplastic model has been
implemented as a UMAT routine for Simulia Abaqusr.

The strain steps prescribed in Table 9.1 for testing the capability of the in-
tegration algorithms and the corresponding trial elastic stresses are reported
together with the strain-space and stress-space representations of the BP merid-
ian sections, respectively in the upper and lower parts of Figure 9.7, where θ is
the Lode’s angle (9.4c). The trial elastic stresses in the deviatoric plane of the BP
yield surface are reported in the central part of Figure 9.7.

Note that the prescribed trial stresses have been given so that, in all cases,
exactly the 20% of its norm lies outside the elastic domain,

∥∥σtrial
∥∥ = 1.2

∥∥σy
∥∥.

Results, in terms of stress and plastic strain reached at the end of the procedure,
are reported in Table 9.2 for Tests 1 to 6, while results of the Test 7 are reported
in tables 9.3 and 9.4. In addition to the two algorithms under testing, a so-
called ‘exact’ result has also been included. This is obtained through successive
subdivision of the strain increment into a sufficiently large number of sub-
increments to achieve convergence within a high tolerance (so that the relative
error between the last two sub-increments lies below 1× 10−6).

For the isotropic compression deformation path (‘test 1’) the return mapping
algorithm fails to converge, as a consequence of the lack of convexity of the
squared-version of the BP yield function, and therefore results are not reported
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Table 9.3: Stress at the end of the finite step calculated with different algorithms for the strain and
stress path 7 of Table 9.1, graphically represented in Figure 9.7.

Method Stress [MPa] Error

σ1 σ2 σ3 %

Test 7 Centre of mass 6.460 −7.826 −0.433 0.61
Return mapping 6.441 −7.741 −0.354 0.54
Exact 6.450 −7.782 −0.391

Table 9.4: Plastic strain at the end of the finite step calculated with different algorithms for the
strain and stress path 7 of Table 9.1, graphically represented in Figure 9.7.

Method Plastic strain Error

ε
p
1 ε

p
2 ε

p
3 %

Test 7 Centre of mass 7.4599 × 10−5 1.1561 × 10−5 1.6671 × 10−5 6.64
Return mapping 7.8884 × 10−5 4.9236 × 10−4 1.0745 × 10−5 5.92
Exact 7.6856 × 10−5 8.0822 × 10−6 1.3524 × 10−5

in the table.

Iso-error maps have been plotted to display the error trend of the two
algorithms in the stress-space for a set of different strain increments, chosen
with the condition that the trial elastic solutions σtrial lie respectively in the
meridian (defined by the basis { t,n } in Figure 9.6a) and deviatoric (defined by
the basis {m,n } in Figure 9.6b) planes.

The iso-error maps plotting ranges have been chosen as follows:

0 ≤ ∆σtrial
n

|σy|
≤ 0.2 (9.20a)

−0.2 ≤ ∆σtrial
t

|σy|
≤ 0.2 (9.20b)

−0.2 ≤ ∆σtrial
m

|σy|
≤ 0.2 (9.20c)
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where σy is the considered stress at yielding, and

∆σtrial = ∆σtrial
t t+ ∆σtrial

n n+ ∆σtrial
m m (9.21)

The iso-error maps are reported in figures 9.8-9.11, assuming as yield stresses
σy those corresponding to the Tests 3-6 of Table 9.1, graphically represented in
Figure 9.7.

It can be noted from figures 9.8c and 9.10c that the centre-of-mass algorithm
has a low accuracy when the yield stress σy lies near the corner of the deviatoric
section (see Figure 9.7, central part, Tests 3 and 5) and the stress increment is
not radial. On the other hand, the accuracy is high in both planes defined by
the basis { t,n } and {m,n }, when the yield stress σy lies near the flat parts of
this section (see Figure 9.7, central part, Tests 4 and 6), as shown in figures 9.9
and 9.11.
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9.9:

Iso-error
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aps
for

Test4
(see
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9.1

and
Figure

9.7).
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Figure
9.11:

Iso-error
m

aps
for

Test6
(see

Table
9.1

and
Figure

9.7).
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Chapter 10
COMPARISON WITH

SEMI-ANALYTICAL SOLUTIONS

Two interesting applications for the algorithms described in the previous
Chapter are the problems of the compaction of a ceramic powder against a
rigid spherical cup and the expansion of a thick spherical shell made up of
a green body. The exact solutions are derived, and a comparison in terms of
iso-error maps and the results provided by the two algorithms show that
both the proposed algorithms perform correctly and accurately.

N
UMERICAL RESULTS obtained by employing the proposed algorithms
have been compared with semi-analytical solutions of a simple com-
paction problem and a deformation of a green body. In particular, in
Section 10.2, the forming of a thick perfectly-plastic layer of ceramic

powder is considered, pressed against a rigid spherical cup, see Figure 10.2a
on page 289. Moreover, a thick spherical shell of a green body is considered
in Section 10.3, subjected to an internal uniform pressure with a traction-free
external boundary and expanded until collapse, corresponding to complete
plasticization, see Figure 10.2b on page 289. Due to the spherical symmetry of
both the problems, it is possible in both cases to obtain accurate semi-analytical
solutions for the stress field by direct numerical integration of the equilibrium
equations.

These benchmark problems, differing only in the boundary conditions, are
used to check the accuracy and efficiency of the proposed algorithms. They
represent only model problem simulations of industrial processes and cannot
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10 | COMPARISON WITH SEMI-ANALYTICAL SOLUTIONS

Figure 10.1: Reference system and stress components for the spherical shell.

be considered fully realistic, since hardening (and therefore the evolution of
the yield surface) is neglected, so that the increase in cohesion is not taken into
account.

The problem of the expansion of a thick spherical shell is interesting in
itself, due to the applications in geotechnics, and it has been previously solved
under a number of hypotheses [124–128], although never with the BP yield
function. The problem of compaction of a layer of powder against a rigid cup
was previously not addressed in analytically.

For both problems, the inner and outer radii of the shell are denoted with a
and b respectively, while the internal pressure is Π, which is assumed to increase
from zero to the maximum value corresponding to the full plasticization of
the shell. Since the geometry shows radial symmetry, we assume a spherical
coordinate system (r, θ, φ). The solution is known in the case of perfect plasticity
with the Tresca yield criterion [126], so that our objective is to generalize the
solution to the BP yield criterion.

Due to the spherical symmetry, the stress and deformation depend only on
the radius r, see Figure 10.1. The non-vanishing radial, azimuthal, and polar
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(a) Compaction of a thick perfectly-plastic layer of ceramic
powder against a rigid cup.

(b) Expansion of a thick perfectly-plastic
spherical shell under internal pressure.

Figure 10.2: Geometry and reference system for the benchmark problems of compaction (a) and
expansion (b) of perfectly-plastic spherical shells under internal pressure. In both
cases, the boundary of the plasticized zone is represented by the radius δ which moves
from r = a to r = b at increasing internal pressure Π.

deformation components are respectively

εr =
du

dr
(10.1a)

εθ = εφ =
u

r
(10.1b)

where u is the radial displacement. The compatibility equation is

εr =
d

dr
(rεθ) (10.2)

while the equilibrium equation in spherical coordinates is

dσr
dr

+
2

r
(σr − σθ) = 0 (10.3)

to be complemented by the boundary conditions
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10 | COMPARISON WITH SEMI-ANALYTICAL SOLUTIONS

The elastic constitutive equations are

εr =
1

E
(σr − 2νσθ), (10.4a)

εθ =
1

E

[
(1− ν)σθ − νσr

]
(10.4b)

where E is the elastic Young modulus and ν the Poisson’s ratio. The Tresca
yield criterion coincides (under the current assumptions) with the von Mises
criterion, which can be written as

|σθ − σr| − σy = 0 (10.5)

where σy is the uniaxial yield stress, while the BP yield criterion (9.1) writes
now in the following form

F (σ) = f
(σr + 2σθ

3

)
+
|σr − σθ|
g(π3 )

= 0 (10.6)

10.1 The elastic solution

Using equations (10.2), (10.3) and (10.4) we obtain

1− ν
2

d

dr
(σr + 2σθ) = 0 (10.7)

This equation together with (10.3) forms a system of ODEs, that can be solved
exactly and the solution is given by

σr(r) =
C1

3
+
C2

r3
(10.8a)

σθ(r) =
C1

3
− C2

2r3
(10.8b)

where C1 and C2 are constants to be defined through the boundary condi-
tions (BC). The associated deformation and displacement fields are obtained
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10.2 | COMPACTION OF A THICK LAYER OF MATERIAL AGAINST A RIGID SPHERICAL CUP

Figure 10.3: Schematic representation of the model of the rigid spherical cup. Due to the spherical
symmetry, the problem can be reduced to the analysis of a quarter of anulus; note
the disposition of the constraints: the anulus is simply supported at the edges and is
confined (clamped) along the external surface.

from (10.4) and (10.1) and read

εr(r) =
1

E

[
(1− 2ν)

C1

3
+ (1 + ν)

C2

r3

]
(10.9a)

εθ(r) =
1

E

[
(1− 2ν)

C1

3
− (1 + ν)

C2

2r3

]
(10.9b)

u(r) =
1

E

[
(1− 2ν)

C1

3
r − (1 + ν)

C2

2r2

]
(10.9c)

10.2 Compaction of a thick layer of perfectly-plastic
material obeying the BP yield condition against
a rigid spherical cup

For the compaction problem of a thick layer against a rigid spherical cup,
figures 10.2a and 10.3, the boundary conditions write as follows

σr
∣∣
r=a

= −Π (10.10a)

u
∣∣
r=b

= 0 (10.10b)

where Π is the internal pressure. The material parameters defining the shape
of the BP yield surface have been chosen to be representative of alumina pow-
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der [81, 82], namely

M = 1.1 m = 2 α = 0.1 β = 0.19

γ = 0.9 pc = 40 MPa c = 1.5 MPa (10.11)

Note that, since hardening and increasing of cohesion are neglected, we
assume an initial state corresponding to an intermediate stage of a densification
process.

10.2.1 The elastic solution

Initially the problem is purely elastic, which occurs when the internal pres-
sure is sufficiently small, say, Π ≤ Πy, where Πy is defined as the inner pressure
producing the initiation of yielding at the inner radius of the shell.

The solution (10.8)–(10.9c) together with boundary conditions (10.10), pro-
vides the following stress field within the thick spherical layer, a ≤ r ≤ b,

σe
r(Π, r) = − a3(1 + ν)Π

a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
− 2a3b3(1− 2ν)Π

a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)

1

r3
(10.12a)

σe
θ(Π, r) = − a3(1 + ν)Π

a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
+

a3b3(1− 2ν)Π

a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)

1

r3
(10.12b)

For the von Mises yield criterion (VM), the critical yield pressure Πy is repre-
sented by the stress state satisfying

|σe
r − σe

θ| = σy (10.13)

and can be evaluated as

Πy =
σ0

3

[
2 +

1 + ν

1− 2ν

(a
b

)3
]

(10.14)

In the following calculations ν = 0.26 has been assumed. For the BP yield
criterion, the critical yield pressure Πy corresponds to a stress state satisfying

max
a≤r≤b

F
(
σe
r(Πy, r), σ

e
θ(Πy, r)

)
= 0 (10.15)
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so that Πy can be evaluated as the numerical solution of the above equation and
it can be numerically shown that the plasticization starts from the inner surface
of the layer, r = a.

10.2.2 The elastoplastic solution

The elastoplastic solution holds for an internal pressure Π > Πy, which
implies both elastic and plastic deformation of the layer. The plastic flow starts
from the inner surface of the layer and propagates within a spherical region
with inner radius a and outer δ and moving toward b. The remaining part of the
layer, namely, for δ ≤ r ≤ b, behaves as an elastic layer with inner radius δ and
outer b, subject to an internal pressure Πδ at the interface with the plasticized
zone.

Assuming that the yield pressure at the interface r = δ is Πδ , a generic yield
criterion writes as

F
(
σe
r(Πδ, δ), σ

e
θ(Πδ, δ)

)
= 0 (10.16)

which provides a relation between δ and Πδ. For example, the pressure at
the interface for the von Mises criterion can be obtained from equation (10.14)
imposing a = δ as

Πδ =
σ0

3

[
2 +

1 + ν

1− 2ν

(
δ

b

)3
]

(10.17)

whereas for the BP criterion the pressure Πδ has to be evaluated numerically.
The solution for the elastic zone (δ ≤ r ≤ b) can be obtained from equa-

tions (10.12a) and (10.12b) where a and Π are replaced, respectively, by δ and
Πδ which are given by (10.16), so that the stresses become

σep
r (r) = − δ3(1 + ν)Πδ

δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
− 2δ3b3(1− 2ν)Πδ

δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)

1

r3
(10.18a)

σ
ep
θ (r) = − δ3(1 + ν)Πδ

δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
+

δ3b3(1− 2ν)Πδ

δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)

1

r3
(10.18b)

Hence the elastic part of the solution is known as the relation between the radius
δ and the pressure Πδ is known.

The solution for the plasticized zone (a ≤ r ≤ δ) is obtained from the
algebraic-differential system composed by the equilibrium equations (10.3), the
boundary conditions (10.10), and the yield condition (10.5) or (10.6) (depending
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on the criterion assumed). This system writes as
dσr
dr

+
2

r
(σr − σθ) = 0

F
(
σr(r), σθ(r)

)
= 0

σr
∣∣
r=a

= −Π

σr
∣∣
r=δ

= −Πδ

(10.19)

which has been solved analytically for von Mises yield and numerically for the
BP yield function. In particular, the system (10.19) admits for von Mises the
following solution

σep
r (r) = −

σy

3

[
2 +

1 + ν

1− 2ν

(
δ

b

)3

+ 6 ln

(
δ

r

)]
(10.20a)

σ
ep
θ (r) = −

σy

3

[
−1 +

1 + ν

1− 2ν

(
δ

b

)3

+ 6 ln

(
δ

r

)]
(10.20b)

and the relation between δ and the internal pressure Π writes as

Π =
σy

3

[
2 +

1 + ν

1− 2ν

(
δ

b

)3

+ 6 ln

(
δ

a

)]
(10.21)

which is a nonlinear relation. Once a fixed value of the radius δ, representing the
amplitude of the plasticized zone, is chosen, it is possible to obtain the internal
pressure Π and the stresses in every part of the layer, namely for a ≤ r ≤ b.

Results in terms of radial and polar stress components and the two stress in-
variants p and q are reported in Figure 10.4 as functions of the through-thickness
radius (divided by the mean radius rm = (a + b)/2 of the spherical layer)1,
together with the numerical results obtained with the two proposed algorithms.
Three different plastic boundaries δ have been considered (corresponding to the
20%, 40% and 60% of the thickness) for both von Mises and the BP yield crite-
rion. Results presented in the figure fully support the validity of the proposed
numerical algorithms, which have given coincident results, superimposed on
the semi-analytical solution.

1 More details on the geometric parameters are given in Section 10.4.
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10 | COMPARISON WITH SEMI-ANALYTICAL SOLUTIONS

Figure 10.5: Schematic representation of the model of the expansion of a thick spherical shell. Due
to the spherical symmetry, the problem can be reduced to the analysis of a quarter
of anulus; note the disposition of the constraints: the anulus is simply supported at
the edges and its external surface is free, differently from the previous benchmark
example.

10.3 The expansion of a perfectly plastic thick shell
obeying the BP yield condition

For the problem of expansion of a thick spherical shell subjected to an
internal uniform pressure, figures 10.2b and 10.5, the boundary conditions are
as follows

σr
∣∣
r=a

= −Π (10.22a)

σr
∣∣
r=b

= 0 (10.22b)

where Π is the internal pressure and the outer boundary is assumed traction-free.
The material parameters defining the shape of the BP yield surface have been
chosen to be representative of a partially densified ceramic powder, namely

M = 1.33 m = 2 α = 1 β = 1

γ = 0 pc = 150 MPa c = 150 MPa (10.23)

The solution of this problem can be obtained with the same method as that
described in Section 10.2, since only the boundary conditions are different.

The elastic solution, valid until the internal pressure is sufficiently small,
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Π ≤ Πy, is given by

σe
r(r) =

Π(
b
a

)3 − 1

[
1−

(
b

r

)3
]

(10.24a)

σe
θ(r) =

Π(
b
a

)3 − 1

[
1 +

1

2

(
b

r

)3
]

(10.24b)

For the von Mises yield criterion, |σe
r − σe

θ| = σy, the critical yield pressure Πy is
obtained as

Πy =
2

3
σ0

[
1−

(a
b

)3
]

(10.25)

whereas for the BP yield criterion, the critical yield pressure Πy is obtained by
solving equation (10.15) and it can be numerically proven that the plasticization
starts from the inner surface of the shell.

The elastoplastic solution holds for an internal pressure Π > Πy, which
implies both elastic and plastic deformation of the shell. The plastic flow starts
from the inner surface of the shell and propagates within a spherical region
with inner radius a and outer δ and moving toward b. The remaining part of the
shell, namely, for δ ≤ r ≤ b, behaves as an elastic shell with inner radius δ and
outer b, subject to an internal pressure Πδ at the interface with the plasticized
zone.

The relation between δ and Πδ is obtained by solving equation (10.16). For
the von Mises criterion Πδ is obtained as

Πδ =
2

3
σy

[
1−

(
δ

b

)3
]

(10.26)

whereas for the BP criterion the pressure Πδ has to be evaluated numerically.

The solution for the elastic zone, δ ≤ r ≤ b, is given by

σep
r (r) =

Πδ(
b
δ

)3 − 1

[
1−

(
b

r

)3

,

]
(10.27a)

σ
ep
θ (r) =

Πδ(
b
δ

)3 − 1

[
1 +

1

2

(
b

r

)3
]

(10.27b)
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The solution for the plasticized zone, a ≤ r ≤ δ, is obtained from the
algebraic-differential system (10.19). This system has a solution with closed
form for the simple case of von Mises yield criterion; in this case the stresses
take the form

σr = −2

3
σy

[
1−

(
δ

b

)3

+ ln

(
δ

r

)3
]

(10.28a)

σθ =
1

3
σy

[
1 + 2

(
δ

b

)3

− 2 ln

(
δ

r

)3
]

(10.28b)

and the relation between δ and the internal pressure Π writes as

Π =
2

3
σy

[
1−

(
δ

b

)3

+ ln

(
δ

a

)3
]

(10.29)

Once a fixed value of the radius δ representing the amplitude of the plasticized
zone is chosen, it is possible to obtain the internal pressure Π and the stresses in
every part of the shell, namely for a ≤ r ≤ b.

Results in terms of radial and polar stress components and the two stress
invariants p and q are reported in Figure 10.6 as functions of the through-
thickness radius (divided by the mean radius rm = (a+ b)/2 of the thick shell)2,
together with the numerical results obtained with the two proposed algorithms.
Three different plastic boundaries δ have been considered (corresponding to
the 28%, 55% and 86% of the thickness) for both von Mises and the BP yield
criterion. Again the two proposed algorithms have given coincident values,
superimposed with the semi-analytical solution, thus confirming once more the
validity of the presented numerical approaches.

10.4 Notes on the geometric parameters of the bench-
marks

The geometry of the problems analyzed in the previous Sections is character-
ized by three parameters: the inner (a) and the outer (b) radii of the shells and

2 More details on the geometric parameters are given in Section 10.4.
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Figure 10.7: Example of a (quarter of) section of a spherical shell with unit mean radius rm and
dimensionless thickness t̂ = 0.85; it follows that the dimensionless inner and outer
radii of the shell are equal to â = 0.575 and b̂ = 1.425. Here is depicted a plasticization
state equal to 70% of thickness of the wall thickness, which corresponds to δ̂tr = 0.7.

the radius denoting the plasticization boundary (δ). We observe that, indepen-
dently from the material parameters, the behaviour of the shells (for instance,
the possibility to have the complete plasticization of the shells) depends on the
slenderness of their walls. Therefore, it is useful to refer to the mean radius rm

of the shell and to its thickness t̂, whose relations with the inner and outer radii
are:

rm =
a+ b

2
(10.30a)

t = b− a (10.30b)

We can reformulate the problems of the compaction and expansion with dimen-
sionless parameters, by dividing equations (10.30) by the mean radius, namely,
referring to a unit mean radius spherical shell, so that:

rm = 1 (10.31a)

t̂ =
t

rm
t̂ ∈ [0, 2] (10.31b)

300 Luca Prakash Argani



10.4 | NOTES ON THE GEOMETRIC PARAMETERS OF THE BENCHMARKS

Note that the limit (but only theoretically admissible) cases t̂ = 0 and t̂ = 2

correspond, respectively, to a spherical surface with zero thickness and to a ball.
With the above definitions, the inner and outer radii of the unit radius shell can
be expressed as:

â = 1− t̂

2
â ∈ [0, 1] (10.32a)

b̂ = 1 +
t̂

2
b̂ ∈ [1, 2] (10.32b)

Furthermore, the plasticization boundary can be described as a fraction of the
wall thickness of the shell, starting from the inner surface; the transformation
law relating the radius δ to its propagation fraction δ̂ is:

δ̂ =
δ − a
b− a

δ̂ ∈ [0, 1] (10.33)

and, consequently, the radius δ̂tr corresponding to δ̂ on the unit mean radius
shell is:

δ̂tr = â+ t̂δ̂ = 1− t̂

2
+ t̂δ̂ δ̂tr ∈ [â, b̂] (10.34)

After these considerations, we can observe that for the dimensionless prob-
lems the solutions in terms of stresses σrand σθ are functions of the (dimension-
less) radius r belonging to the interval [â, b̂]. By introducing these dimensionless
parameters, we can solve the problems in terms of only two relevant parameters:
the state of the plasticization propagation δ̂ ∈ [0, 1] and the slenderness of the
shell, represented by the dimensionless thickness t̂ ∈ [0, 2].
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Appendix A

EXPRESSIONS OF INCREMENTAL BIOT

MODULI

I
N this Appendix we derive the alternative expression for the two incre-
mental moduli µ and µ∗, related to the existence of the deformation
energy function, given in Section 4.3.1. To obtain relation (4.28) we
consider the spectral representations of the left Cauchy-Green tensor

B and of the Cauchy stress σ:

B = λ2
1e1 ⊗ e1 + λ2

2e2 ⊗ e2 + λ2
3e3 ⊗ e3 (A.1a)

σ = σ1e1 ⊗ e1 + σ2e2 ⊗ e2 + σ3e3 ⊗ e3 (A.1b)

where (e1, e2, e3) denotes a triplet of eulerian principal axes. If we differentiate
equation (A.1) with respect to time, we obtain:

Ḃ = 2λ1λ̇1e1 ⊗ e1 + 2λ2λ̇2e2 ⊗ e2 + 2λ3λ̇3e3 ⊗ e3+

+ λ2
1 (ė1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ė1) + λ2

2 (ė2 ⊗ e2 + e2 ⊗ ė2) +

+ λ2
3 (ė3 ⊗ e3 + e3 ⊗ ė3) (A.2)
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and

σ̇ = σ̇1e1 ⊗ e1 + σ̇2e2 ⊗ e2 + σ̇3e3 ⊗ e3+

+ σ̇1 (ė1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ė1) + σ̇2 (ė2 ⊗ e2 + e2 ⊗ ė2) +

+ σ̇3 (ė3 ⊗ e3 + e3 ⊗ ė3) (A.3)

For an incremental plane strain condition we have ė3 = 0 and e1 · ė2 = −ė1 · e2,
so that the in-plane components Ḃ12 and σ̇12 reduce to:

Ḃ12 =
(
λ2

1 − λ2
2

)
ė1 · e2 (A.4a)

σ̇12 = (σ1 − σ2) ė1 · e2 (A.4b)

while equations (4.11) and (4.13) yield

Ḃ12 =
(
λ2

1 + λ2
2

)
D12 −

(
λ2

1 − λ2
2

)
W12 (A.5a)

σ̇12 =
∇
σ12 − (σ1 − σ2)W12 (A.5b)

If we consider equations (A.4) and (A.5), we have

D12 =
(ė1 · e2 +W12)

(
λ2

1 − λ2
2

)
λ2

1 + λ2
2

(A.6a)

∇
σ12 = (ė1 · e2 +W12) (σ1 − σ2) (A.6b)

from which, eliminating the term ė1 · e2 +W12, we obtain

∇
σ12 =

λ2
1 + λ2

2

λ2
1 − λ2

2

(σ1 − σ2)D12 (A.7)

A comparison between (5.20a) and (A.7) yields the Biot expression for µ, equa-
tion (4.28a).

The incremental modulus µ∗ can be obtained from the derivative with re-
spect to time of equation (3.220) when it is written as a function of the in-plane
components and taking account that λ̇3 = 0 for incremental deformations in
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plane stress. Finally we arrive at

σ̇1 − σ̇2 = λ̇1
∂W

∂λ1
+ λ1λ̇1

∂2W

∂λ2
1

+ λ1λ̇2
∂2W

∂λ1∂λ2
− λ̇2

∂W

∂λ2
+

− λ2λ̇1
∂2W

∂λ1∂λ2
− λ2λ̇2

∂2W

∂λ2
2

(A.8)

If we use the potential function Ŵ (λ1, λ2) = W (λ1, λ2,
1

λ1λ2
) instead ofW (λ1, λ2, λ3),

we obtain the same relation, with Ŵ instead of W .
Considering equations (4.11), (A.2), (A.3) and (4.13) for the 11 and 22 com-

ponents, we obtain the following relations:

λ̇i = Diiλi i = 1, 2 (A.9a)
∇
σ22 −

∇
σ11 = σ̇11 − σ̇22 (A.9b)

which, substituted in equation (A.8), allow us to write

∇
σ22 −

∇
σ11 =

(
λ1
∂W

∂λ1
+ λ2

∂W

∂λ2
+ λ2

1

∂2W

∂λ2
1

+ λ2
2

∂2W

∂λ2
2

+

− 2λ1λ2
∂2W

∂λ1∂λ2

)
D11 −D22

2
(A.10)

A comparison between equations (5.20d) and (A.10) yields the Biot expression
for µ∗,equation (4.28b).
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Appendix B
NOTE ON THE PHOTOELASTIC

EXPERIMENT REPORTED IN

FIGURE 1.1

P
PHOTOELASTIC EXPERIMENTS have been performed with a circular
(with quarterwave retarders for 560 nm) polariscope (dark field ar-
rangement and equipped with a white and sodium vapor lightbox
at λ = 589.3 nm, purchased from Tiedemann & Betz), designed and

manufactured at the Laboratory for Physical Modeling of Structure and Photoe-
lasticity of the Solid and Structure Mechanics Group at University of Trento1.

Photos have been taken with a Nikon D200 digital camera equipped with a
AF-S micro Nikkor (70-180 mm, 1:4.55.6D) lens. The photoelastic material is a
5 mm thick platelet obtained from a commercial two-part epoxy resin (Crystal
Resins© by Gedeo, 305 Avenue du pic de Bretagne, 13420 Gemenos, France).

The orthotropic material has been obtained by cutting (with a circular saw,
blade HSS-DMo5 63×0.3×16 Z128 A) 0.3 mm thick and 2 mm deep parallel
grooves (at a distance 2.5 mm) in the resin sample, a technique previously used
by O’Regan [133] on photoelastic coatings. The dislocation has been created
with two 0.5 mm thick steel platelets in contact to each other at one side and
attached to the resin on the other side. The platelets (placed horizontally and
aligned parallel to the dashed line in the figure) have been forced to slide each

1 More details are available on the Research Group website: http://www.ing.unitn.it/dims/
ssmg/.
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against the other to generate the stress field near an edge dislocation.
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Appendix C

A RELATIONSHIP BETWEEN A

DISLOCATION DIPOLE AND A FORCE

DIPOLE

I
N this Appendix we prove that when the prestress is absent and for
isotropic incompressible elasticity, the far-fields induced by a disloca-
tion dipole on a single glide plane and a force dipole inclined at π/4
are identical.

In a Oxy reference system, the in-plane stress field produced by a single
straight edge dislocation in a linearly elastic isotropic medium is [132]

{
σd
xx, σ

d
yy, σ

d
xy

}
=

b µ

2π(1− ν) r4

×
{
−y
(
3x2 + y2

)
, y
(
x2 − y2

)
, x
(
x2 − y2

) }
(C.1)

where b is the Burgers vector and µ and ν are the elastic shear modulus and the
Poisson ratio. The corresponding strain field follows from equation (C.1) in the
form {

εd
xx, ε

d
yy, ε

d
xy

}
=

1

Ē

{
σd
xx − ν̄σd

yy, σ
d
yy − ν̄σd

xx, (1 + ν̄)σd
xy

}
(C.2)

where Ē and ν̄ are the modified Young modulus and Poisson’s ratio, while the
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(a) Lattice distorsion induced by a disloca-
tion dipole.

(b) Dislocation and force dipoles.

Figure C.1: Sketch of the lattice distorsion induced by a dislocation dipole lying on a single slip
plane (a) and its conventional representation (b), together with a force dipole (inclined
at π/4 with respect to the x1 axis). In linear isotropic incompressible elasticity, the
far-fields induced by the dislocation dipole and by the force dipole are identical.

displacement field can be written as

ux =
b

2π

[
arctan

y

x
+

xy

2(1− ν)r2

]
(C.3a)

uy = − b

8π(1− ν)

[
(1− 2ν) ln r2 +

x2 − y2

r2

]
(C.3b)

A dislocation dipole on a single glide plane consists of two parallel edge
dislocations lying in the same slip plane at a distance 2d and having opposite
sign (see Figure C.1a, for a sketch of the distortion induced in a crystal lattice,
and Figure C.1b, for its graphical conventional representation). In quasi-static
conditions, such a simple dislocation structure is not stable, so that the disloca-
tions, unless pinned, ‘attract’ each other to reduce their total elastic energy. In
this way they move towards each other until they combine and annihilate.

Leaving aside issues on stability, the stress field produced by the dislocation
dipole can simply be obtained through superposition of solution (C.1), which
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can be used with reference to the ‘local’ coordinates (Figure C.1b)

xi = x+ (−1)id (C.4a)

yi = y (C.4b)

r2
i =

[
x+ (−1)id

]2
+ y2 = r2 + 2(−1)ixd+ d2 (C.4c)

where i = 1, 2.
At a large distance form the dislocation dipole, parameter d/r can be consid-

ered small and the stress fields can be expanded into a Taylor series, to obtain
the far field approximation

{
σd
xx, σ

d
yy, σ

d
xy

}
∼ µd b

π(1− ν) r6

×
{

2xy
(
r2 − 4x2

)
, 2xy

(
r2 − 4y2

)
, r4 − 8x2y2

}
(C.5)

which satisfies equilibrium equations.
The far-field stress field for a force dipole in linear elasticity can be obtained

by superimposing the Green’s stress field

T 1
11 = − [2(1− ν) + cos(2θ)] cos θ

4π(1− ν) r
T 2

11 = − [2ν + cos(2θ)] sin θ

4π(1− ν) r

T 1
12 = − [2(1− ν) + cos(2θ)] sin θ

4π(1− ν) r
T 2

12 = − [2(1− ν)− cos(2θ)] cos θ

4π(1− ν) r

T 1
22 =

(1− 4ν) cos θ + cos(3θ)

8π(1− ν) r
T 2

22 =
[cos(2θ)− 2(1− ν)] sin θ

4π(1− ν) r
(C.6)

each expressed in the local coordinate system shown in Figure C.1b. Eventually
we arrive at

xi = x+ (−1)ia cosα (C.7a)

yi = y + (−1)ia sinα (C.7b)

r2
i =

[
x+ (−1)ia cosα

]2
+
[
y + (−1)ia sinα

]2
= r2 + 2(−1)ia (x cosα+ y sinα) + a2 (C.7c)

where i = 3, 4 and α = π/4.
At a large distance from the force dipole, the dimensionless parameter a/r
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becomes small, so that a Taylor series expansion of the stress fields again gives
representation (C.5) with the correspondence

t a = 2d b µ (C.8)
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Appendix D
LIST OF SYMBOLS

M
ATHEMATICAL symbols, functions, operations and operators used in
this manuscript are reported and described in this Appendix. These
quantities are listed in a schematic way through descriptive tables
and subdivided into different categories. The most common symbols

and notations used in mathematical books have been adopted in order to have
a clear and understandable text.
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Table D.1: Groups, numeric sets and imaginary units.

Symbol Description

Lin Linear group
Orth Orthogonal group
Sym Symmetric group
Skw Skew-symmetric group
Inv Set of invertible tensors (general linear group)
N Natural number set
Z Integer number set
Q Rational number set
R Real number set
C Complex number set
H Hypercomplex number set (quaternions)
i (First) imaginary unit (C, H)
j Second imaginary unit (H)
k Third imaginary unit (H)
|·| Absolute value, modulus

arg (·) Argument
(·) Conjugated
<(·) Real part
=(·) Imaginary part (C)
En n-dimensional Euclidean space
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Table D.2: Set symbols.

Symbol Description

∈, 3 Set membership
/∈ Non membership
⊂ Proper subset
⊃ Proper superset
⊆ Subset
⊇ Superset
∪ Set-theoretic union
∩ Set-theoretic intersection
\ Relative complement or set theoretic difference
∅ Empty set
{(·) Absolute complement with respect to universe (·)
℘(·) Set of the parts
min Minimum
max Maximum
inf Lower bound
sup Upper bound

Table D.3: Logic symbols.

Symbol Description
∃ Existential quantifier
∃! Uniqueness quantifier
@ Existence negation
∀ Universal quantifier
∨ Logic disjunction
∧ Logic conjunction
−→ Material implication
←→ Material coimplication
=⇒ Logic implication
⇐⇒ Logic coimplication
| , : Such that
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Table D.4: Geometric symbols.

Symbol Description

AB̂C Angle ABC with vertex in B
d(· , ·) Distance between two elements
AB Length of the orientated segment AB
‖ Parallel
∦ Non parallel
⊥ Perpendicular
6⊥ Non perpendicular
≡ Equivalence, coincidence
∼= Congruence
� Non congruence
≈ Similarity
6≈ Non similarity

Table D.5: Trigonometric functions.

Symbol Function

cos(·) Cosine
sin(·) Sine
tan(·) Tangent
sec(·) Secant
csc(·) Cosecant
cot(·) Cotangent

arccos(·) Arc cosine
arcsin(·) Arc sine
arctan(·) Arc tangent
arcsec(·) Arc secant

arccosec(·) Arc cosecant
arccot(·) Arc cotangent
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Table D.6: Exponential functions.

Symbol Function

exp(·) Exponential
ln(·) Natural logarithm

cosh(·) Hyperbolic cosine
sinh(·) Hyperbolic sine
tanh(·) Hyperbolic tangent
sech(·) Hyperbolic secant

cosech(·) Hyperbolic cosecant
coth(·) Hyperbolic cotangent

arcosh(·) Inverse hyperbolic cosine
arsinh(·) Inverse hyperbolic sine
artanh(·) Inverse hyperbolic tangent
arsech(·) Inverse hyperbolic secant
arcsch(·) Inverse hyperbolic cosecant
arcoth(·) Inverse hyperbolic cotangent

Table D.7: Special and non-standard functions.

Symbol Function

sign(·) Sign function
csign(·) Complex sign function

Ei(·) Exponential integral function
Ci(·) Cosine integral function
Si(·) Sine integral function

hypergeom(·) Hypergeometric function
Heaviside(·) Heaviside function
Volume(·) Volume

δ(·) Dirac delta (distribution)

Luca Prakash Argani 319



D | LIST OF SYMBOLS

Table D.8: Vector operators.

Symbol Operation

div(·) Divergence (with respect to spatial coordinates)
Div(·) Divergence (with respect to material coordinates)
curl(·) Curl (with respect to spatial coordinates)
Curl(·) Curl (with respect to material coordinates)
grad(·) Gradient (with respect to spatial coordinates)
Grad(·) Gradient (with respect to material coordinates)

Table D.9: Vectors, matrices and tensors.

Symbol Description

|·| Euclidean norm, determinant
‖·‖ Norm
J·K Jump
〈·〉 Macaulay brakets

det(·) Determinant
dev(·) Deviator
diag(·) Diagonal
dim(·) Dimension
ker(·) Kernel

rank(·) Rank
tr(·) Trace
(·)−1 Inversion (tensor or matrix)
(·)T Transposition (tensor or matrix)
· Scalar product between vectors or tensors
× Vector product between vectors
⊗ Tensor product between vectors and/or tensors
� Tensor product between tensors
� Tensor product between tensors
δij Kronecker delta tensor
εijk Ricci or Levi-Civita tensor
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GLOSSARY

BC boundary conditions. 70, 290, 321
bijection (or bijective function or one-to-one correspondence) A function be-
tween the elements of two sets, where every element of one set is paired with
exactly one element of the other set, and every element of the other set is paired
with exactly one element of the first set. There are no unpaired elements. 321,
BP Bigoni-Piccolroaz yield function. 265, 268, 274, 288, 291, 296, 321

cardinality Number of objects in a set. 321,
chain rule The chain rule for differentiating a function L

(
x(t), y(t)

)
with respect

to t is
dL

dt
=
∂L

∂x

∂x

∂t
+
∂L

∂y

∂y

∂t

. 38, 64, 65, 80, 106, 128, 321,
characteristic equation (of a square matrix) The characteristic equation of a
square matrixA is det(λI −A) = |λI −A| = 0; for a 2× 2 matrix, this reduces
to λ2 − λ trA+ detA = 0. 21, 321,
codomain (or target set) The set into which all of the output of the function is
constrained to fall. 321,
complex conjugate The complex conjugate z̄ of a complex number z = a+ i b is
defined as z̄ = a− i b (see complex number). 103, 235, 321,
complex number A number that can be expressed in the form a+ i b, where a
and b are real numbers and i is the imaginary unit (see imaginary unit). 103, 120,
121, 321,
connected space A topological space that cannot be represented as the union of
two or more disjoint nonempty open subsets. 139, 140, 321,

domain of definition (or domain of a function) The set of ‘input’ or argument
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values for which the function is defined. 321,

E elliptic regime. 103, 321
EC elliptic complex regime. 103, 230, 233, 321
EI elliptic imaginary regime. 103, 230, 321
eigenvalue The eigenvalues of a square matrix A are the scalars λ for which
Av = λv for some nonzero vector v (which is called an eigenvector). The
eigenvalues are the solutions of the characteristic equation of the square matrix
A. 19, 20, 27, 31, 321,
eigenvector An eigenvector of a square matrixA is a nonzero vector v satisfying
Av = λv for some eigenvalue λ. 19, 27, 31, 321,

Greek letters 321
π Ratio of the circumference of a circle to its diameter. 321

H hyperbolic regime. 103, 231, 321
homothety (or homothecy) A transformation of an affine space determined
by a point O (its center) and a nonzero number k (its ratio), which sends any
point M to another point N such that the segment ON is on the same line as
OM , but scaled by a factor k in accordance with the rule: M 7→ O + k OM . In
Euclidean geometry, homotheties are the similarities that fix a point and either
preserve (if k > 0) or reverse (if k < 0) the direction of all vectors; the one-to-one
correspondence between M and N writes as ON = k OM . 5, 162, 321,

IC initial conditions. 70, 321
image The subset of a function’s codomain which is the output of the function
on a subset of its domain. 321,
imaginary unit (i) A mathematical concept which extends the real number
system R to the complex-number system C. The imaginary unit’s core property
is that i2 = −1, so that it can be considered as the square root of −1. 321,

Jacobian matrix (of a function) The matrix of all first-order partial derivatives
of a function (whose domain and codomain belong to the Euclidean space). Let
F : U → Rm be a function defined on an open set U of the Euclidean space Rn;
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the Jacobian matrix calculated at (x1, . . . , xn) is:

JF =


∂F1

∂x1
. . .

∂F1

∂xn
...

. . .
...

∂Fm
∂x1

. . .
∂Fm
∂xn

 =
∂(F1, . . . , Fm)

∂(x1, . . . , xn)

namely, is the tensor product between the vector differential operator Nabla (∇)
and the function itself. The Jacobian is the determinant of the Jacobian matrix
when m = n (see matrix and Nabla). 247, 321,

LATEX A typesetting language. ii, 321,

matrix A n × m matrix A, where n,m ∈ N \ { 0 }, is an array of quantities
arranged into n rows and m columns. The entry where the i-th row meets the
j-th column is denoted by aij . 14, 321, 323,
multi-index An n-dimensional multi-index is an n-tuple α = (α1, . . . , αn) of
natural numbers (αi ∈ N ∪ { 0 } ∀i = 1, . . . , n). 241, 321,

Nabla (or del) (∇) Vector differential operator which can be used for a compact
notation of the Jacobian, gradient, divergence, and curl differential operators. In
the n-dimensional Euclidean spaceRn described through a Cartesian coordinate
system, del is defined as

∇ =

n∑
i=1

ei
∂

∂xi

where { ei | 1 ≤ i ≤ n } is the standard basis in this space. 321, 323,

ordinary differential equation (ODE) An equation containing an unknown
function of one independent variable and its derivatives of any order. The order
of the ODE is the order of the highest derivative in the ODE. 290, 321,

P parabolic regime. 103, 231, 321
partial differential equation (PDE) A differential equation that contains un-
known multivariable functions and their partial derivatives. 321,
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product rule A formula used to find the derivatives of products of two or more
functions; in Leibniz notation this can be written as

d(uv)

dx
= u

dv

dx
+ v

du

dx

. 139, 145, 241, 321,

real number A value that represents a quantity along a continuous line. 321,
Roman letters 321
e Neper number. 321

set A collection of distinct objects. 11, 19, 26, 321,

Taylor series A representation of a function as an infinite sum of terms that
are calculated from the values of the function’s derivatives at a single point.
The Taylor series of a real or complex-valued function f(x) that is infinitely
differentiable at a real or complex number a is the power series

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

where n! denotes the factorial of n and f (n)(a) denotes the n-th derivative of f
evaluated at the point a. 21, 74, 187, 244, 246, 313, 321,
tensor Geometric object that describes linear relations between vectors, scalars,
and other tensors. An nth-rank tensor in m-dimensional space is a mathe-
matical object that has n indices and mn components and obeys certain trans-
formation rules. Each index of a tensor ranges over the number of dimen-
sions of space. A type (r, s) tensor on the vector space V, contravariant of
order r and covariant order s, is defined as an element of a vector space
T rs (V) = V⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

r

⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
s

, where V∗ is the dual space. A general

representation with respect to bases ei and ej of V and V∗, respectively, is
T = T i1...inj1...jm

ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn . 9, 11, 17, 321,

vector space (V) A set that is closed under finite vector addition and scalar
multiplication. 9, 11, 321,
VM Von Mises yield function. 292, 321
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yield surface A manifold in the space of stresses, which separates the elastic
state (‘inner points’) from the yielding state (points lying on the manifold), while
‘outer’ points are not admissible (within the rate-independent plasticity). 265,
268, 321,
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SOMMARIO


I
L PRESENTE TESTO è diviso in due Parti: la prima è dedicata allo studio
delle funzioni di Green e dei problemi dell’inclusione e della dislocazio-
ne, mentre la seconda riguarda l’implementazione di legami costitutivi
elastoplastici. Questi argomenti, apparentemente diversi, possono es-


sere visti come diversi approcci dello studio del comportamento plastico di
materiali.


Nella prima Parte si affronta il problema della forza concentrata in un corpo
infinito bidimensionale deformato incrementalmente. La risposta del materiale
è descritta per mezzo delle funzioni di Green, date da Bigoni & Capuani, le quali
sono calcolate per il caso di materiale anisotropo, incomprimibile e soggetto a
prestress.


Si analizza l’effetto del prestress sui campi generati da dislocazioni (e inclu-
sioni) in solidi elastici non lineari estendendo le soluzioni di Eshelby & Willis
riportate in letteratura. Utilizzando un modello costitutivo in deformazione
piana (per il caso di elasticità incrementale non lineare e incomprimibile) al fine
di descrivere il comportamento di una vasta classe di materiali anisotropi, ma
con particolare enfasi sui metalli duttili (teoria di deformazione J2 della plastici-
tà), si descrive la formazione di schemi di deformazione fortemente localizzati
dovuti all’emissione di un dipolo di dislocazioni quando il livello di prestress è
sufficientemente alto da raggiungere la formazione di bande di taglio. Queste
deformazioni localizzate spiegano il raggruppamento di dislocazioni lungo le
direzioni delle bande di scorrimento. Molti dei risultati presentati sono validi
anche nel caso di modelli tridimensionali.


Si generalizza il problema della forza concentrata al caso di corpo infinito
tridimensionale, anisotropo, incomprimibile e soggetto a prestress; parimenti si
generalizza il caso di studio del dipolo di forze. I risultati permettono di analiz-
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zare il comportamento di un materiale severamente deformato in prossimità
del confine ellittico ed in particolare si studia lo sviluppo di coni di rottura in
solidi tridimensionali.


Nella seconda Parte ci si occupa di legami elastoplastici non-standard basati
sulla sensibilità alla pressione idrostatica, come la funzione di Bigoni & Piccol-
roaz, la quale descrive la deformazione anelastica di polveri ceramiche e di una
vasta classe di materiali rocciosi e granulari. Questa funzione non è definita al
di fuori della superficie di snervamento, dunque gli algoritmi di integrazione
per l’elastoplasticità basati sul gradiente non possono essere direttament utiliz-
zati. Si introducono quindi due algoritmi di integrazione ad hoc: uno schema
esplicito basato sulla tecnica di Eulero in avanti con correzione di ritorno bari-
centrale e uno schema implicito basato su un ritorno con subincrementazione e
disposizione di una barriera.
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NOTAZIONE


I
L PRESENTE TESTO contiene una grande quantità di espressioni e formu-
le matematiche, le quali richiedono l’introduzione di molteplici simboli
e operatori. Inoltre gli argomenti trattati sono abbastanza vari e di
conseguenza le notazioni utilizzate possono variare attraverso il testo.


È stato cercato di utilizzare una notazione il più possibile coerente e simile a
quella utilizzata nei vari campi che verranno trattati. Tuttavia sono possibili
alcune variazioni in quanto è molto difficile, se non impossibile, mantenere
perfettamente l’uniformità di notazione e la sua corrispondenza con la lette-
ratura. Qualora via siano delle eccezioni, i simboli presenti nelle espressioni
saranno immediatamente comprensibili dal contesto ed eventualmente chiariti
in maniera opportuna. Si riportano di seguito le convenzioni utilizzate nel
presente testo.


• Le lettere greche o latine in corsivo (a, A, α, . . . ) sono impiegate per le
variabili matematiche come grandezze numeriche o scalari.


• Le lettere greche o latine in corsivo e grassetto minuscolo (b, β, . . . )
indicano grandezze vettoriali.


• Le lettere greche o latine in corsivo e grassetto maiuscolo (C, Σ, . . . )
indicano grandezze tensoriali, solitamente del secondo e del terzo ordine.


• Le lettere in neretto da lavagna (K, N, . . . ) indicano sia le grandezze
tensoriali del quarto ordine sia gli insiemi numerici (si veda la tabella D.1);
la distinzione sarà ben evidente nel contesto.


• Le lettere greche o latine in corsivo con pedici in corsivo (ai, Aij , εijk,
Eijkl, . . . ) sono impiegate per indicare le componenti dei corrispondenti
vettori o tensori.
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• Le lettere maiuscole calligrafiche indicano sia gli spazi (ad esempio V è lo
spazio vettoriale) sia delle regioni o domini (ad esempio B è il dominio di
un corpo); anche qui la distinzione sarà ben evidente nel contesto.


• La virgola inserita tra i pedici di lettere greche o latine (in qualsiasi stile)
(ψ,i, vi,j ,Aij,i, . . . ) indica l’operazione di derivazione rispetto a una precisa
variabile definita nel testo o desumibile dal contesto.


• L’apostrofo messo in apice a lettere greche o latine (in qualsiasi stile) (ψ
′
,


v
′
,C
′
, . . . ) indica l’operazione di derivazione rispetto all’intero argomento


delle funzioni, il quale è reso esplicito o è desumibile dal contesto.


• I numeri e le lettere latine in corsivo messi come apice a lettere greche
o latine (in qualsiasi stile) (φ2, B3, . . . ) indicano gli esponenti; esistono
tuttavia delle eccezioni che saranno spiegate di volta in volta nel testo.


• La barra inclinata interposta tra due numeri al pedice di lettere greche o
latine in corsivo indica le soluzioni di un’equazione; ad esempio x1/2 indi-
ca contemporaneamente le soluzioni 1 e 2 di un’equazione nella variabile
x.


• Quando un indice appare due volte nello stesso prodotto, si intende
automatica la somma sugli indici ripetuti (vale quindi la notazione di
Einstein) ad eccezione di eventuali specifiche fornite nel testo. Ad esempio


aibi =


3∑
i=1


aibi


È bene notare la seguente eccezione: nella descrizione di procedure nume-
riche incrementali e/o iterative, i pedici indicano gli specifici numeri di
incremento, quindi automaticamente la notazione di Einstein viene meno.
Ad esempio


∆ε = εn+1 − εn


La distinzione tra i due casi presentati sarà desumibile dal contesto, previa
descrizione delle variabili considerate.


Per quanto riguarda gli operatori e i simboli logici, algebrici, geometri-
ci, e, più in generale, tutto quanto non specificato in questo capitolo, sono
dettagliatamente illustrati nell’appendice D.
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Parte I


FUNZIONI DI GREEN, INCLUSIONI E
DISLOCAZIONI
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Capitolo 1


INTRODUZIONE


S
I AFFRONTA il problema della forza concentrata in un mezzo elastico
infinito e anisotropo soggetto a prestress seguendo Bigoni & Capua-
ni [1], il tutto in un contesto bidimensionale e facendo riferimento al
modello di materiale Biot [2] (il quale comprende i casi di materiale


di Mooney-Rivlin [3] e materiale di Ogden [4]). Per ottenere le soluzioni per il
materiale di Biot è stato fatto ricorso al metodo dell’espansione in onde piane
della stream function di Hill & Hutchinson [5]. In particolare sono state utilizzate
le funzioni di Green [6–8] sia per il problema statico [1] sia per quello dinamico
nel caso di carichi incrementali di tipo time-harmonic (Bigoni et al. [9, 10]); i
termini singolari sono stati determinati in forma chiusa. Inoltre è stata analiz-
zata l’equazione caratteristica associata alle equazioni di equilibrio al fine di
determinare la classificazione di regime (Bigoni [77]). Si analizzano in dettaglio
il caso di prestress e il suo ruolo nella comparsa di shear bands (localizzazione
della deformazione). Si rivela necessaria l’introduzione di una formulazione
incrementale basata sullo stress nominale seguendo direzioni precedentemente
esplorate per problemi differenti, quali la biforcazione di solidi non lineari [77].


Sono state così trovate le funzioni di Green per il problema bidimensionale
della forza concentrata in termini di spostamento e pressione incrementali. Le
soluzioni singolari ottenute per il mezzo infinito possono essere utilizzate per
analizzare gli effetti di una perturbazione sovrapposta ad una deformazione
omogenea data di un mezzo elastico lineare [77]. Si possono costruire molteplici
condizioni di carico autoequilibrato semplicemente sovrapponendo la soluzione
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5 mm


5 mm


5 mm


Figura 1.1: La fotoelasticità (in luce monocromatica) rivela il campo di sforzo (la differenza tra
gli sforzi principali nel piano) attorno a una straight edge dislocation in un materiale
isotropo (a) e in un materiale ortotropo (b) con assi di ortotropia allineati in direzione
parallela e ortogonale alla linea di dislocazione. L’ortotropia è stata realizzata mediante
l’incisione di solchi (indicati dalle frecce) in una resina fotoelastica bicomponente dello
spessore di 5 mm all’interno della quale sono immerse due lamine metalliche sottili
(spessore 0.5 mm) che vengono forzate a scorrere una rispetto all’altra, simulando
l’effetto di una dislocazione. Nel caso di anisotropia (b) il campo diviene fortemente
allungato in direzione parallela all’asse della dislocazione, coincidente con uno degli
assi di ortotorpia.


per la forza concentrata; il sistema di forze più semplice è quello costituito dal
dipolo di forze incrementali concentrate. Si può mostrare che, in prossimità del
confine ellittico, la soluzione incrementale tende ad organizzarsi lungo shear
bands ben definite (Bigoni & Capuani [1]).


I problemi classici dell’inclusione e della dislocazione, riportati in letteratura
esclusivamente per il materiale elastico lineare comprimibile (Eshelby [12–14]
e Willis [15]), sono stati estesi da Argani, Bigoni & Mishuris [16]1 al caso più
generale rappresentato dal materiale di Biot; inoltre è stato considerato il caso
di materiale soggetto a uno stato di prestress iniziale. Questi problemi sono
stati affrontati con la tecnica delle funzioni di Green; è importante evidenziare
che le soluzioni generali ottenute sono valide sia per i casi bidimensionali
che per quelli tridimensionali: la differenza consiste nel set di funzioni di
Green (2-D o 3-D) che viene utilizzato nelle espressioni integrali dei campi
di spostamento e pressione incrementali. In questo testo si fa riferimento al
problema bidimensionale e si utilizza quindi il set delle funzioni di Green per la


1 L.P. Argani, D. Bigoni, and G. Mishuris. “Dislocations and inclusions in prestressed metals”.
In: Proc. Roy. Soc. A 469 (2013).
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Figura 1.2: Conical fracture produced by a spherical indenter (14 mm diameter) at an indentation
speed of 8 mm s−1 in a polycarbonate cylindrical specimen at 0 ◦C (experiment perfor-
med by the authors at the Lab. for Physical Modeling of Structures and Photoelasticity
of the University of Trento).


forza concentrata in un mezzo piano. Le soluzioni sono state trovate per il campi
di spostamento, pressione e tensione incrementali in funzione del prestress e
dei moduli di taglio incrementali del materiale.


Sono stati fatti degli esempi di inclusione circolare soggetta a un’espansione
omotetica anelastica iniziale e di un dipolo di straight edge dislocations; si osserva
la perfetta corrispondenza con le soluzioni riportate in letteratura nei casi
semplici di materiale elastico lineare isotropo e sono state fatte osservazioni
sullo sviluppo della localizzazione della deformazione indotta da vari livelli
di prestress e dall’inclinazione del dipolo di dislocazioni nel caso di materiale
anisotropo. I risultati mostrano il comportamento di materiali in condizione
di severe deformazioni, in paricolare sono state fatte simulazioni per materiali
metallici utilizzando la teoria di deformazione J2 per la plasticità (Hutchinson
& Neale [17]) che ben si presta nel descrivere il comportamento di metalli duttili:
si osserva la formazione di bande di taglio (shear bands) per determinati valori
di prestress, le quali possono innescare altre dislocazioni con un effetto a cascata
lungo le direzioni di scorrimento. Si nota che l’effetto del prestress consiste
in un’anisotropia indotta, la quale ha un forte effetto sul campo di sforzo in
prossimità di una straight edge dislocation che può essere evidenziato attraverso
esperimenti fotoelastici (figura 1.1).


Successivamente sono state studiate le funzioni di Green in tridimensionali
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ottenute da Argani, Bigoni, Capuani & Movchan2 per il problema della forza
concentrata in un mezzo elastico, incomprimibile, anisotropo e di estensione
infinita soggetto a prestress iniziale; di conseguenza, come per i problemi del-
l’inclusione e della dislocazione, si utilizza una formulazione incrementale e
si considera il caso generale di materiale anisotropo e la successiva aggiunta
della teoria di deformazione J2. Le soluzioni trovate sono espresse in termini di
spostamenti e pressioni incrementali ed in particolare sono rappresentate per
configurazioni semplici di forze autoequilibrate, come ad esempio i dipoli di
forze; questi vengono assunti con un’inclinazione generica rispetto al mezzo
infinito. In particolare ci si sofferma sul problema di un dipolo di forze in regime
assialsimmetrico; si osserva che il materiale, in prossimità del confine ellitti-
co, mostra una localizzazione della deformazione che mantiene la simmetria
cilindrica, formando dei coni di taglio (o shear cones); la formazione di un cono
di rottura è stata notata nella realizzazione di test sperimentali su campioni
cilindici di policarbonato con indentatore sferico (figura 1.2). Uno dei principali
motivi della ricerca sulle funzioni di Green tridimensionali risiede nella gene-
ralizzazione dei risultati trovati per l’inclusione e per la dislocazione al caso
tridimensionale.


Schema generale della Parte I


La prima Parte è organizzata come segue. Dopu una breve sintesi sull’al-
gebra e l’analisi tensoriale (descritte nel secondo capitolo), si descrivono in
dettaglio gli elementi di meccanica del continuo in grandi spostamenti (cine-
matica, forze, elasticità, equazioni di equilibrio e del moto) all’interno del terzo
capitolo. Il quarto capitolo introduce il problema incrementale, focalizzandosi
quindi sulle equazioni costitutive elastiche; l’elasticità non lineare costituisce un
interessante strumento per analizzare il comportamento plastico dei materiali
durante le fasi di carico.


Nel quinto capitolo si introduce l’approccio perturbativo usato da Bigoni &
Capuani per lo studio dell’instabilità di materiali attraverso l’analisi degli effetti
di una forza concentrata applicata in un mezzo infinito nel contesto di elasticità
incrementale non lineare piana ed incomprimibile. Il set delle funzioni di Green
bidimensionale di Bigoni & Capuani è utilizzato nella nuova generalizzazione dei


2 L.P. Argani, D. Bigoni, D. Capuani, and N.V. Movchan. “Cones of localized shear strain in
incompressible elasticity with prestress: Green’s function and integral representations”. (2014).
Submitted
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problemi dell’inclusione e della dislocazione, i quali sono desritti all’interno
del sesto capitolo. Nel settimo capitolo è descritta la nuova formulazione per le
funzioni di Green tridimensionali, la quale permette di analizzare le instabilità di
materiali in un solido infinito per il caso di elasticità incrementale non lineare ed
incomprimibile, generalizzando il modello costitutivo introdotto nei capitoli 5
e 6.
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Capitolo 2
ELEMENTI DI ALGEBRA E ANALISI


TENSORIALE


Le definizioni e le proprietà dei vettori e dei tensori sono illustrate e
sintetizzate in questo capitolo. L’obbiettivo è richiamare gli aspetti, le regole
e i teoremi principali dell’algebra e del calcolo tensoriale che verranno
utilizzate negli altri capitoli.


I
N QUESTO CAPITOLO viene presentato un richiamo di algebra e analisi
tensoriale, fondamentale per capire quanto verrà illustrato nei capitoli
seguenti. Ci si sofferma in particolare sulla definizione e sulle proprietà
dei vettori e dei tensori di secondo e quarto ordine con riferimento


a uno spazio tridimensionale euclideo E3 e lo spazio vettoriale associato V.
Si introducono e illustrano gli operatori vettoriali e le principali relazioni tra
tensori; si evidenzia inoltre la possibilità di esprimere tutte queste proprietà
sia con una notazione compatta, sia con una notazione indiciale. Infine si
presentano alcuni importanti teoremi.


2.1 Punti, vettori e tensori


2.1.1 Punti e vettori


In riferimento allo spazio euclideo tridimensionale E3, un punto è un ele-
mento di E3 e un vettore è un elemento dello spazio vettoriale associato V.
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Figura 2.1: Punti e vettori.


La differenza di due punti


v = y − x (2.1)


è un vettore, mentre la somma di un punto x e di un vettore v


y = x+ v (2.2)


è un punto (figura 2.1).


In quanto segue si adotta la convenzione di sommatoria sugli indici ripetuti,
salvo indicazione contraria.


2.1.2 Prodotto interno (o scalare) di due vettori


Il prodotto interno di due vettori u e v è definito come:


u · v = uivi i = 1, 2, 3 (2.3)


Dalla (2.3) segue che:
|u| =


√
u · u (2.4)


Un sistema di coordinate cartesiane è costituito da una base ortonormale { ei } =


{ e1, e2, e3 } e da un punto O, che è chiamato origine. Le componenti di un
vettore v rispetto a { ei } sono:


ui = u · ei (2.5)
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2.1.3 Tensori del secondo ordine


Un tensore S del secondo ordine è un operatore lineare che trasforma il
vettore u in un vettore v tramite la relazione


vi = Sijuj (2.6)


L’insieme di tutti i tensori S del secondo ordine forma uno spazio vettoriale,
denominato Lin, quando valgono le seguenti operazioni:


• somma
(S + T )v = Sv + Tv (2.7)


• prodotto per uno scalare


(αS)v = α(Sv) α ∈ R (2.8)


• tensore nullo 0


0v = 0 ∀v ∈ V (2.9)


• identità I
Iv = v ∀v ∈ V (2.10)


2.1.4 Prodotto di due tensori del secondo ordine


Il prodotto di due tensori S e T è definito come:


(ST )v = S(Tv) ∀v ∈ V (2.11)


In generale il prodotto tra tensori del secondo ordine non è commutativo, ovvero
ST 6= TS.


2.1.5 Tensore del secondo ordine trasposto


Il trasposto del tensore S del secondo ordine, indicato con ST, è l’unico
tensore tale che:


Su · v = u · STv ∀u,v ∈ V (2.12)
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Valgono inoltre le seguenti regole di trasposizione:


(S + T )T = ST + T T (2.13a)


(ST )T = T TST (2.13b)(
ST
)T


= S (2.13c)


2.1.6 Tensori del secondo ordine simmetrici ed antisimmetrici


Un tensore S del secondo ordine è simmetrico se


S = ST (2.14)


mentre è antisimmetrico se
S = −ST (2.15)


L’insieme di tutti i tensori simmetrici è denominato Sym, mentre l’insieme di
tutti i tensori antisimmetrici è definito Skw. Ogni tensore S del secondo ordine
può essere espresso come


S = A+W (2.16)


doveA ∈ Sym eW ∈ Skw, i quali sono definiti come:


A =
1


2


(
S + ST) (2.17a)


W =
1


2


(
S − ST) (2.17b)


2.1.7 Prodotto tensoriale (o diadico) di due vettori


Il prodotto tensoriale a⊗ b è un tensore tale che:


(a⊗ b)v = (b · v)a ∀v ∈ V (2.18)


Le componenti cartesiane di a⊗ b rispetto a { ei } sono


(a⊗ b)ij = aibj = (ei · a)(b · ej) (2.19)


a⊗ b non è simmetrico, poiché (a⊗ b)T
ij = biaj .
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Data una base ortonormale { ei }, qualsiasi tensore A del secondo ordine
può essere scritto come


A = Aijei ⊗ ej (2.20)


2.1.8 Traccia di un tensore del secondo ordine


L’operatore traccia assegna ad ogni tensore S del secondo ordine lo scalare
(trS) tale che


trS = Sii = S11 + S22 + S33 (2.21)


Questo operatore gode delle seguenti proprietà:


trST = trS (2.22a)


tr(ST ) = tr(TS) (2.22b)


2.1.9 Prodotto interno (o scalare) di due tensori del secondo
ordine


Il prodotto interno o scalare di due tensori S e T del secondo ordine è
definito come


S · T = tr
(
STT


)
= SijTij (2.23)


e gode delle seguenti proprietà:


I · S = trS (2.24a)


R · (ST ) =
(
STR


)
· T =


(
RT T) · S (2.24b)


(a⊗ b) · (u⊗ v) = (a · u)(b · v) = aibjuivj (2.24c)


Inoltre,


• se S è simmetrico


S · T = S · T T = S · 1


2


(
T + T T) (2.25)


• seW è antisimmetrico


W · T = −W · T T = W · 1


2


(
T − T T) (2.26)
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• se S è simmetrico eW è antisimmetrico


S ·W = 0 (2.27)


• se T · S = 0 per ogni tensore S, allora T = 0


• se T · S = 0 per ogni tensore simmetrico S, allora T è antisimmetrico


• se T ·W = 0 per ogni tensore antisimmetricoW , allora T è simmetrico.


2.1.10 Determinante di un tensore del secondo ordine


Il determinante del tensore S del secondo ordine è definito come il determi-
nante della matrice [S]


detS = |S| = εijkS1iS2jS3k (2.28)


dove


εijk =



1 per le permutazioni pari di i, j, k
−1 per le permutazioni dispari di i, j, k


0 se c’è un indice ripetuto


(2.29)


è il tensore di Ricci o di Levi-Civita. Il determinante di un tensore è indipendente
dalla scelta della base ortonormale { ei }. Si definisce l’inverso di S come l’unico
tensore S−1 tale che


SS−1 = S−1S = I (2.30)


S è invertibile se e soltanto se detS 6= 0. Il determinante e l’inverso di un
tensore godono delle seguenti proprietà:


det(ST ) = (detS)(detT ) (2.31a)


det
(
ST) = detS (2.31b)


det
(
S−1


)
= (detS)−1 (2.31c)


(ST )−1 = T−1S−1 (2.31d)(
S−1


)T
=
(
ST)−1 (2.31e)
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2.1.11 Tensori del secondo ordine ortogonali


Un tensoreQ del secondo ordine è ortogonale se


Qv ·Qu = v · u ∀u,v ∈ V (2.32)


La condizione (2.32) è soddisfatta se e solo se


QQT = QTQ = I ⇐⇒ QT = Q−1 (2.33)


La relazione (2.33) implica che


det
(
QQT) = (detQ)2 = (det I)2 = 1 (2.34)


per cui si ha
detQ = ±1 (2.35)


Se un tensore ortogonaleQ del secondo ordine ha detQ = +1 si ha una rotazione,
mentre se ha detQ = −1 si ha una riflessione.


L’insieme di tutti i tensori ortogonali è denominato Orth e l’insieme di
tutti i tensori ortogonali di rotazione è definito Orth+. I tensori ortogonali
costituiscono un gruppo moltiplicativo, ovvero il prodotto di tensori ortogonali è
sempre un tensore ortogonale


Q1,Q2 ∈ Orth =⇒ Q = Q1Q2 ∈ Orth (2.36)


2.1.12 Tensori del secondo ordine definiti positivi


Un tensore S del secondo ordine è definito positivo se


v · Sv > 0 (2.37)


per ogni vettore v 6= 0. L’insieme di tutti i tensori definiti positivi è denominato
Lin+.
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(a) Parallelogramma de-
terminato da u e v.


(b) Parallelepipedo deter-
minato da u, w e v.


Figura 2.2: Rappresentazione grafica del significato geometrico del prodotto tra vettori.


2.1.13 Prodotto esterno (o vettoriale) di due vettori


Il prodotto esterno o vettoriale u× v è definito come


u× v = det


e1 e2 e3


u1 u2 u3


v1 v2 v3


 (2.38)


oppure in indici
(u× v)i = εijkujvk (2.39)


dove εijk è il tensore di Ricci o di Levi Civita. Il prodotto esterno gode delle
seguenti proprietà:


u× v = −v × u (2.40a)


u× u = 0 (2.40b)


Il modulo del prodotto esterno u× v rappresenta l’area del parallelogramma
formato da u e v (figura 2.2a), mentre lo scalare u ·(w×v) rappresenta il volume
del parallelepipedo determinato da u, w e v (figura 2.2b).
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2.1.14 Tensori del quarto ordine


In questo testo i tensori del quarto ordine sono indicati col carattere nero da
lavagna, ad esempio il tensore elastico E, e sono definiti come operatori lineari
che assegnano a ogni tensore del secondo ordine A un tensore del secondo
ordine E[A]. Se si definisce una base ortonormale ei, si ha


E = Eijklei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ el (2.41)


cosicché
(E[A])ij = EijklAkl (2.42)


Il prodotto tra due tensori del quarto ordine AB è definito, in maniera analoga
ai tensori del secondo ordine, dalla composizione, ovvero, per ogni C ∈ Lin si
ha


(AB)[C] = A
[
B[C]


]
←→ (AB)ijkl = AijmnBmnkl (2.43)


Si definiscono i tre seguenti prodotti tensoriali tra tensori del secondo ordine:


(A⊗B)[C] = (B ·C)A ←→ (A⊗B)ijkl = AijBkl (2.44a)


(A�B)[C] = ACBT ←→ (A�B)ijkl = AikBjl (2.44b)


(A�B)[C] =
1


2


(
ACBT +ACTBT)


←→ (A�B)ijkl =
1


2
(AikBjl +AilBjk) (2.44c)


Dalle equazioni (2.44b) e (2.44b) consegue che


(A�B)[C] =
1


2
(A�B)


[
C +CT] (2.45)


Dalle relazioni (2.44) si può definire il tensore identità del quarto ordine:


I = I � I (2.46)


Il trasposto di un tensore del quarto ordine è definito per ogniA,B ∈ Lin come
l’unico tensore ET con la proprietà


B · ET[A] = A · E[B] (2.47)
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dalla quale si hanno queste tre definizioni:


• E ha la simmetria maggiore (o diagonale) quando E = ET;


• E ha la simmetria minore sinistra quando E[A] ∈ Sym per ogniA;


• E ha la simmetria minore destra quando ET[A] ∈ Sym per ogniA.


Valgono inoltre le seguenti relazioni


(A⊗B)T = B ⊗A (2.48a)


(A�B)T = AT �BT (2.48b)


(A�B)T =
1


2


(
AT �BT +BT �AT) (2.48c)


La definitezza positiva e l’invertibilità dei tensori del quarto ordine sono definite
in maniera analoga ai tensori del secondo ordine. Infatti, per ogni tensore del
secondo ordineA 6= 0, un tensore del quarto ordine E è definito positivo se


A · E[A] > 0 ←→ AijEijklAkl > 0 ∀A 6= 0 (2.49)


mentre l’inversa E−1 di E esiste se


E−1
[
E[A]


]
= A ∀A ←→ AijEijklAkl > 0 (2.50)


dalla quale si ha la seguente proprietà


E−1E = I (2.51)


A questo punto è possibile definire i seguenti operatori, che verranno usati
in seguito nel testo:


S = I � I (2.52a)


W = I � I − I � I (2.52b)


dove S è l’operatore di simmetria eW è l’operatore di antisimmetria. Per mezzo di
essi la decomposizione (2.16), assieme alle relazioni (2.17), può essere riscritta


18 Luca Prakash Argani







2.2 | TEOREMA DI CAYLEY-HAMILTON E TEOREMA SPETTRALE


come


A = S[S] (2.53a)


W = W[S] (2.53b)


Si noti che l’operatore di simmetria è singolare in quanto associa il tensore nullo
del secondo ordine a qualsiasi tensore antisimmetrico, ma la sua restrizione ai
tensori simmetrici è invertibile, e l’inversa coincide col tensore stesso.


Inoltre valgono le seguenti relazioni


(A�B)(C �D) = AC �BD (2.54a)


(A�B)(C �D) = AC �BD +AD �BC (2.54b)


dalle quali si ha


(A�B)−1 = A−1 �B−1 (2.55a)


(A�A)−1 = A−1 �A−1 (2.55b)


dove le inverse sono definite in maniera tale che


(A�B)(A−1 �B−1) = I � I (2.56a)


(A�A)(A−1 �A−1) = I � I (2.56b)


2.2 Teorema di Cayley-Hamilton e teorema spettra-
le


Uno scalare ω è un autovalore di S se esiste un versore e tale che


Se = ωe (2.57)


dove e è un autovettore di S. Lo spettro di S è composto da tutti gli autovalori
di S, { ω1, ω2, . . . }. L’insieme di tutti gli autovettori associati ad un autovalore
si chiama autospazio.


Teorema 2.1. Gli autovalori di un tensore definito positivo sono strettamente positivi.


Teorema 2.2. Gli spazi caratteristici di un tensore simmetrico sono mutuamente
ortogonali.
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Teorema 2.3 (Teorema spettrale). Sia S un tensore simmetrico. Vi sia poi una base
ortonormale per V costituita interamente da autovettori di S. Allora S può essere
espresso come


S =


n∑
i=3


ωiei ⊗ ei (2.58)


dove ei sono gli autovettori di S e ωi sono i corrispondenti autovalori. Inoltre:


• S ha esattamente tre autovalori distinti se e soltanto se lo spazio caratteristico di
S è determinato da tre rette reciprocamente ortogonali


• S ha esattamente due autovalori distinti se e soltanto se S ammette la rappresen-
tazione


S = ω1e1 ⊗ e1 + ω2(I − e1 ⊗ e1) (2.59)


con |e| = 1 e ω1 6= ω2 = ω3. In questo caso ω1 e ω2 sono due autovalori distinti
e l’autovettore e1 è perpendicolare ad un piano determinato dagli autovettori
reciprocamente ortogonali e2 ed e3.


• S ha esattamente un autovalore distinto se e soltanto se


S = ωI (2.60)


In questo caso ω è l’autovalore e V il relativo spazio caratteristico.


Teorema 2.4. ω ∈ R è un autovalore del tensore S se e soltanto se


det(S − ωI) = −ω3 + J1ω
2 − J2ω + J3 = 0 (2.61)


dove


J1 = trS (2.62a)


J2 =
1


2


[
(trS)2 − tr(S2)


]
(2.62b)


J3 = detS (2.62c)


sono gli invarianti principali di S. Esiste anche una forma alternativa per gli invarianti
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I1 = J1 (2.63a)


I2 = trS2 (2.63b)


I3 = J3 (2.63c)


Teorema 2.5. Siano S e T simmetrici e si ammetta che


J1(S) = J1(T ) (2.64a)


J2(S) = J2(T ) (2.64b)


J3(S) = J3(T ) (2.64c)


Allora S e T hanno lo stesso spettro.


Teorema 2.6 (Teorema di Cayley-Hamilton). Ogni tensore S soddisfa la propria
equazione caratteristica


S3 − J1S
2 + J2S − J3I = 0 (2.65)


2.3 Gradiente, divergenza e rotore


Si considerano funzioni definite in un dominio aperto B dello spazio eucli-
deo. Una funzione definita in B è chiamata campo scalare, vettoriale, tensoriale o
puntuale a seconda che i suoi valori siano scalari, vettori, tensori o punti.


Sia φ un campo scalare regolare su B. L’espansione in serie di Taylor del
primo ordine di φ, in un generico punto x, è:


φ(x+ dx) = φ(x) + dφ+ o(dx) (2.66)


dove
dφ =


∂φ


∂x
· dx (2.67)


è il differenziale totale di φ. Il termine o(dx) tende a zero velocemente quando
dx → 0. Il differenziale totale, dato dalla differenza φ(x + dx) − φ(x), può
essere scritto come


dφ =
∂φ


∂xi
dxi (2.68)
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oppure come


dφ = ∇φ · dx (2.69a)


∇φ =
∂φ


∂xi
ei (2.69b)


dove∇φ è il gradiente del campo scalare φ.


Analogamente, se u è un campo vettoriale regolare, il tensore


∇u =
∂ui
∂xj


ei ⊗ ej ∇u ∈ Lin (2.70)


è il gradiente di u e le sue componenti cartesiane sono


(∇u)ij =
∂ui
∂xj


(2.71)


Il campo scalare


divu =
∂ui
∂xi


(2.72)


è la divergenza di umentre il campo vettoriale


rotu = ∇× u (2.73)


è chiamato rotore di u. Infine, se S è un campo tensoriale regolare, la divergenza
si definisce come:


(divS)i =
∂Sij
∂xj


(2.74)


in accordo con Gurtin [18, 19] e Truesdell & Noll [20]. Un’altra definizione di
divergenza (si vedano ad esempio Hill [21] e Ogden [22]) è:


(divS)i =
∂Sij
∂xi


(2.75)


Alcune importanti e utili relazioni che coinvolgono gli operatori divergenza e
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Figura 2.3: Regione chiusa B, frontiera ∂B, elemento infinitesimo dA della superficie esterna ∂B e
relativo vettore normale n.


gradiente sono le seguenti:


∇(φv) = φ(∇v) + v ⊗∇φ (2.76a)


div(φu) = φdivu+ u · ∇φ (2.76b)


∇(u · v) = (∇v)Tu+ (∇u)Tv (2.76c)


div(u⊗ v) = udiv v + (∇u)v (2.76d)


div(STu) = S · ∇u+ u · divS (2.76e)


div(φS) = φdivS + S∇φ (2.76f)


2.4 Teorema della divergenza


Sia B una regione dello spazio euclideo E3 occupata da un mezzo continuo
tridimensionale con frontiera regolare a tratti ∂B (figura 2.3).


Teorema 2.7 (Teorema della divergenza).
Siano φ : B→ R, v : B→ V e S : B→ Lin tre campi regolari. Allora:∫


∂B


φndA =


∫
∂B


∇φ dV (2.77a)∫
∂B


v · ndA =


∫
∂B


div v dV (2.77b)∫
∂B


SndA =


∫
∂B


divS dV (2.77c)
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dove n è il versore normale uscente a ∂B.
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Capitolo 3


ELEMENTI DI MECCANICA DEL


CONTINUO


Questo capitolo costituisce un’importante e dettagliata introduzione alla
meccanica del continuo. Sono illustrati i seguenti concetti: deformazioni,
forze, strains, sforzi, elasticità, iperelasticità, energia elastica, le equazioni
di equilibrio e le equazioni del moto. Si spiegano in dettaglio le regole che
descrivono la risposta materiale a seguito di un cambiamento del sistema di
riferimento.


L
A MECCANICA DEL CONTINUO è la materia che si occupa della descri-
zione del moto, della deformazione e degli sforzi che si generano
all’interno di un corpo solido soggetto ad azioni esterne. Molti so-
no gli argomenti trattati e tutti sono di fondamentale importanza;


in questo capitolo si riprendono i principali concetti presenti in Gurtin [18] e
Holzapfel [23]. La prima parte è costituita dalla cinematica, dall’introduzione
del concetto di deformazione e la descrizione dei moti. In seguito si definiscono
i concetti di forze e sforzi, quindi si passa alla formulazione delle equazioni di
equilibrio, di conservazione della massa e della quantità di moto. Si definiscono
in dettaglio le leggi che regolano il cambiamento di osservatore, illustrando così
i concetti di campo materiale e spaziale. Si conclude il capitolo con l’introduzio-
ne delle equazioni costitutive per i corpi elastici e la formulazione dei problemi
al contorno.
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Figura 3.1: Configurazione di riferimento e configurazione attuale di un corpo continuo.


3.1 Cinematica


Un corpo deformabile B è un insieme di punti materiali che occupa una
determinata regione regolare nello spazio euclideo tridimensionale E3. La posi-
zione occupata dal continuo B ad ogni istante di tempo è chiamata configurazione.
Sia B0 la configurazione all’istante t = 0, solitamente caratterizzata dall’assenza
di carichi esterni.


Per descrivere qualsiasi entità che dipende dalla posizione possono essere
utilizzate due diverse variabili:


• la posizione x nella configurazione attuale B istante per istante; il moto è
definito con una descrizione spaziale (o euleriana);


• la posizione x0 nella configurazione di riferimento B0; il moto è definito
con una descrizione materiale (o lagrangiana).


3.1.1 Deformazione


La deformazione è descritta da una funzione che trasforma i punti materiali
x0 nei punti spaziali x,


φ : B0 → B


x = φ(x0) (3.1)


Supponendo che durante la trasformazione non avvengano compenetrazioni
o lacerazioni di materia, φ deve essere un’applicazione biunivoca continua
di classe C2. Esiste quindi la funzione inversa φ−1 che riporta ogni punto
della configurazione attuale nel punto corrispondente della configurazione di
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riferimento


φ−1 : B→ B0


x0 = φ−1(x) (3.2)


Gradiente di Deformazione


Sia F il gradiente di deformazione


F = ∇φ F ∈ Lin+ (3.3)


Siano dx0 un elemento di lunghezza infinitesima in B0, e dx la relativa immagi-
ne in B. Essendo


x = φ(x0) (3.4a)


x+ dx = φ(x0 + dx0) (3.4b)


si ottiene:


dx = (x+ dx)− x = φ(x0 + dx0)− φ(x0) = (∇φ) dx0 = F dx0 (3.5)


F descrive le variazioni degli elementi lineari durante il moto. Inoltre, F è
un cosiddetto tensore two-point poiché associa agli elementi geometrici della
configurazione di riferimento i corrispondenti elementi nella configurazione
attuale. Una proprietà importante del gradiente di deformazione è


J = det(F ) > 0 (3.6)


La (3.6) si può dimostrare per assurdo. Se J = 0, uno degli autovalori di F ,
detto λ0, dovrebbe essere uguale a zero e di conseguenza:


F dx0 = λ0 dx0 = 0 =⇒ dx = 0 (3.7)


dove dx0 è l’autovettore associato a λ0. Quindi, se J = 0 un elemento materiale
lineare dovrebbe collassare in un elemento spaziale di lunghezza nulla. Per
evitare effetti fisicamente inaccettabili si impone J 6= 0. Essendo J = det(F )


una funzione continua e tenendo conto che per B ≡ B0 (ovvero x ≡ x0) vale
F = I e J = 1, la proprietà (3.6) è dimostrata.
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Figura 3.2: Traslazione rigida.


Campo di Spostamenti


Il campo vettoriale
u(x0) = φ(x0)− x0 (3.8)


rappresenta il campo di spostamenti di un punto materiale. Il campo di
spostamenti può anche essere espresso in funzione della posizione attuale


u(x) = x− φ−1(x0) (3.9)


Le due precedenti descrizioni sono equivalenti ed intercambiabili ma con-
cettualmente diverse per il differente significato attribuito alla deformazione
x = φ(x0)


u(x0) = u
(
φ−1(x)


)
= u(x) (3.10)


Il gradiente materiale del campo di spostamenti è


H = ∇u =
∂u


∂x0
=


∂x


∂x0
− ∂x0


∂x0
= F − I (3.11)


e pertanto il gradiente di deformazione può essere riscritto come:


F = H + I = ∇u+ I (3.12)


Deformazioni omogenee


In generale F è una funzione di x0. Se F è indipendente da x0 la deforma-
zione viene definita omogenea.
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Figura 3.3: Rotazione rigida.


Deformazioni rigide. Una classe particolare di deformazioni omogenee è
quella delle deformazioni rigide, per le quali la distanza tra due particelle nella
configurazione di riferimento si conserva in tutte le altre configurazioni.


In una traslazione rigida ogni particella percorre la stessa distanza nella
stessa direzione e nello stesso istante. Quindi u non è funzione della posizione
del punto materiale, ma è costante nell’intero corpo.


La traslazione rigida del corpo è descritta dalla deformazione


x = φ(x0) = x0 + y (3.13)


dunque


F =
∂φ


∂x0
=
∂x0


∂x0
+


∂y


∂x0
= I + 0 = I = cost (3.14)


In una rotazione rigida l’intero corpo ruota attorno ad un punto fisso y0. In
questo caso la deformazione è descritta da


x = φ(x0) = y0 +Q(x0 − y0) Q ∈ Orth+ (3.15)


dunque


F =
∂φ


∂x0
= 0 +Q(I − 0) = Q = cost (3.16)
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Figura 3.4: Deformazione uniforme.


Deformazioni uniformi. Un altro tipo di deformazioni omogenee sono le
deformazioni uniformi, descritte da


x = φ(x0) = αx0 (3.17)


dove α è uno scalare. Se α > 1 si ha un’espansione mentre se α < 1 si ha una
contrazione. Il gradiente di deformazione di una deformazione uniforme è


F =
∂φ


∂x0
= αI = cost (3.18)


Decomposizione polare


Se F ∈ Lin+, allora può essere espresso utilizzando la decomposizione
polare


F = RU = V R (3.19)


dove R è un tensore ortogonale chiamato tensore di rotazione, mentre U e
V sono denominati rispettivamente tensore di stretch destro e tensore di stretch
sinistro, i quali sono definiti come


U =
√
F TF U ∈ Sym+ (3.20a)


V =
√
FF T V ∈ Sym+ (3.20b)


La decomposizione F = RU individua la trasformazione composta da un moto
di deformazione pura di dx0, rappresentata dal tensore materiale U , seguito
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da una rotazione pura, effettuata daR. Quindi il tensoreR trasforma il vettore
materiale U dx0 nel vettore spaziale dx.


Allo stesso modo, la decomposizione F = V R individua la trasformazione
composta da una rotazione del vettore materiale dx0, rappresentata dal tensore
di rotazioneR, seguita da una deformazione pura del vettore spazialeR dx0,
effettuata dal tensore spaziale V .


Quindi il tensore R è un tensore two-point, come F , poiché lavora tra la
configurazione materiale e quella attuale. Essendo U e V definiti positivi, tutti
i loro autovalori sono positivi.


Siano λi (i = 1, 2, 3) gli autovalori positivi di U e ui (i = 1, 2, 3) gli autovet-
tori normalizzati corrispondenti; nel relativo sistema principale di riferimento
si ha


U = λ1u1 ⊗ u1 + λ2u2 ⊗ u2 + λ3u3 ⊗ u3 (3.21)


e dalla (3.19) segue che


V = RURT = R


(
3∑
i=1


λiui ⊗ ui


)
RT =


3∑
i=1


λi(Rui ⊗Rui) (3.22)


Si può concludere che U e V hanno gli stessi autovalori, mentre gli autovettori
di V sono quelli di U ruotati attraversoR (o al contrario conR−1 = RT).


Si introducono ora i tensori


C = F TF = U2 =


3∑
1=1


λ2
iui ⊗ ui U ∈ Sym+ (3.23)


e


B = FF T = V 2 =


3∑
1=1


λ2
i (Rui ⊗Rui) V ∈ Sym+ (3.24)


che sono chiamati rispettivamente tensore destro e tensore sinistro di Cauchy-Green.
I loro autovettori coincidono con quelli di U e V , mentre i loro autovalori sono
i quadrati degli autovalori di U e V .


Misure di deformazione
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Figura 3.5: Variazioni angolari.


Trasformazione di un elemento di linea. Per misurare l’allungamento di un
elemento di linea dx0 si utilizza il coefficiente di dilatazione lineare εn


εn =
|dx| − |dx0|
|dx0|


=
|F dx0|
|dx0|


− 1 (3.25)


εn può anche essere riscritto come


εn =


√
F dx0 · F dx0


|dx0|
− 1 =


√
dx0 · F TF dx0


|dx0|
− 1 =


√
n ·Cn− 1 (3.26)


dove
n =


dx0


|dx0|
(3.27)


rappresenta la direzione del vettore materiale dx0.


Trasformazioni angolari. Siano n em le direzioni dei vettori materiali dx0 e
dy0, definite come


n =
dx0


|dx0|
(3.28a)


m =
dy0


|dy0|
(3.28b)


e sia θ l’angolo fra i corrispondenti vettori spaziali dx e dy. Se


γmn =
π


2
− θ (3.29)
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è l’angolo complementare di θ, la variazione angolare è descritta da


sin(γmn) = cos(θ) =
dx · dy
|dx||dy|


=
F dx0 · F dy0


|dx0||dy0|
(3.30)


o, equivalentemente, da


sin(γmn) =
dx0 · F TF dy0√


dx0 · F TF dx0


√
dy0 · F TF dy0


=
n ·Cm√


n ·Cn
√
m ·Cm


(3.31)


Trasformazione di un elemento di volume. Nel paragrafo 2.1 si è visto che il
volume determinato da tre vettori materiali è


dV0 = dx0 · (dy0 × dz0) (3.32)


nella configurazione di riferimento, mentre è pari a


dV = dx · (dy × dz) = F dx0 · (F dy0 × F dz0) (3.33)


dopo la deformazione. Nello spazio euclideo bidimensionale o tridimensionale
vale il seguente teorema dell’algebra lineare:


Aa×Ab = (detA)A−T (a× b) ∀A ∈ Lin+, ∀a, b ∈ R (3.34)


per mezzo del quale l’equazione (3.33) si può riscrivere come


dV = F dx0 ·
(
det(F )F−T(dy0 × dz0)


)
= J dx0 · F TF−T(dy0 × dz0) =


= J dV0 (3.35)


Di conseguenza, in una deformazione a volume costante (dV = dV0)


J = det(F ) = 1 (3.36)


L’espansione volumetrica può essere valuata come


Θ =
dV − dV0


dV0
= det(F )− 1 (3.37)
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Trasformazione di un elemento di superficie orientata. Un elemento di su-
perficie dA è una superficie elementare dA con un determinato orientamento
dato dal versore normale alla superficie n. Come si è visto nel paragrafo 2.1,
due vettori materiali determinano l’elemento di superficie


dA0 = n0 dA0 = dx0 × dy0 (3.38)


dove n0 è il versore normale a dA0. Dopo la deformazione, dA0 si trasforma in


dA = n dA = dx× dy = F dx0 × F dy0 (3.39)


Applicando il teorema (3.34) alla (3.39) si ottiene


n dA = det(F )F−T(dx0 × dy0) = JF−Tn0 dA0 (3.40)


che è nota come formula di Nanson per la trasformazione di area. Dalla (3.40) si
ottiene


dA = J
∣∣F−Tn0


∣∣ dA0 (3.41)


mentre la relazione tra n e n0 è data da


n =
F−Tn0


|F−Tn0|
(3.42a)


n0 =
F Tn


|F Tn|
(3.42b)


Tensore di Green-Lagrange. Se si considerano deformazioni finite, le infinite
misure di deformazione possono essere ottenute utizzandoF ed i relativi tensori
C, B, U e V . Tuttavia queste misure non sono nulle in corrispondenza della
configurazione indeformata (B ≡ B0). Per questo motivo si definisce il tensore
di deformazione di Green-Lagrange


G =
1


2
(C − I) G ∈ Sym+ (3.43)


in modo che nella configurazione indeformata sia uguale a zero (G(x0) = 0).
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Piccole deformazioni


Nell’ambito delle piccole deformazioni∇u è una quantità infinitesima e di
conseguenza il prodotto∇uT∇u può essere trascurato. Utilizzando la (3.12) il
tensore di deformazione di Cauchy-Green C diviene


C = I +∇u+∇uT +∇uT∇u ' I +∇u+∇uT (3.44)


Quindi il tensore di deformazione di Green-LagrangeG assume la forma


G =
1


2


(
∇u+∇uT) (3.45)


che corrisponde al tensore di deformazione nell’elasticità infinitesima.


3.1.2 Moti


Il moto di un corpo materiale è una collezione di configurazioni che dipende
da un unico parametro, il tempo t. La posizione della particella x0 all’istante t è


x = φ(x0, t) (3.46)


mentre la traiettoria descritta dal punto materiale è


T = { (x, t) | x ∈ B(t), t ∈ R } (3.47)


La descrizione del moto nella (3.46) è chiamata lagrangiana (o materiale); essa si
focalizza sul punto materiale, nota la configurazione iniziale.


Essendo φ una funzione biunivoca e regolare, esiste la funzione inversa φ−1


tale che
x0 = φ−1(x, t) (3.48)


La descrizione del moto data dalla relazione (3.48) è chiamata euleriana (o spazia-
le). In questo caso l’attenzione è focalizzata su un punto nello spazio. Nella mec-
canica del continuo generalmente si utilizza la descrizione lagrangiana, mentre
per la meccanica dei fluidi si preferisce utilizzare la descrizione euleriana.
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Campi di velocità e accelerazione


I campi di velocità e di accelerazione sono ottenuti dalle derivate prima
e seconda del moto φ rispetto al tempo t, tenendo fisso x0; la descrizione
materiale dei campi di velocità e di accelerazione è dunque data da


ẋ(x0, t) =
∂φ(x0, t)


∂t
(3.49a)


ẍ(x0, t) =
∂2φ(x0, t)


∂t2
(3.49b)


dove ẋ e ẍ rappresentano l’incremento nel tempo della posizione e della velocità
del punto materiale x0 all’istante t. La descrizione spaziale dei campi della
velocità e dell’accelerazione è


v(x, t) = ẋ(φ−1(x, t), t) = ẋ(x0, t) (3.50a)


a(x, t) = ẍ(φ−1(x, t), t) = ẍ(x0, t) (3.50b)


dove v e a rappresentano, rispettivamente, l’incremento nel tempo della posi-
zione e della velocità nel punto x. Inoltre è importante osservare che


a(x, t) =6= ∂v


∂t
(3.51)


3.1.3 Derivate materiali e spaziali


Siano f(x0, t) un campo materiale regolare e g(x, t) un campo spaziale
regolare.


Derivata temporale materiale di un campo materiale


La derivata materiale temporale di f , che in simboli si esprime come Df/Dt


o ḟ , è la derivata di f rispetto al tempo t tenendo fisso x0, ovvero


ḟ(x0, t) =
Df(x0, t)


Dt
=
∂f(x0, t)


∂t


∣∣∣∣
x0


(3.52)


ḟ rappresenta l’incremento di f al passare del tempo, valutato da un osservatore
mobile, che segue il percorso lineare di x0.
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Derivata temporale spaziale di un campo spaziale


La derivata spaziale temporale di g, che in simboli si esprime come ∂g/∂t, è
la derivata di g rispetto al tempo t tenendo fisso x, ovvero


∂g(x, t)


∂t
=
∂g(x, t)


∂t


∣∣∣∣
x


(3.53)


ġ rappresenta l’incremento di g al passare del tempo, valutato da un osservatore
posto in x.


Gradiente materiale di un campo materiale


Il gradiente materiale di f , Grad f , è la derivata di f rispetto a x0 tenendo
fisso t, ovvero


Grad f(x0, t) = ∇x0
f(x0, t) =


∂f(x0, t)


∂x0


∣∣∣∣
t


(3.54)


Gradiente spaziale di un campo spaziale


Il gradiente spaziale di g, grad g, è la derivata di g fatta rispetto a x tenendo
fisso t, ovvero


grad g(x0, t) = ∇xg(x0, t) =
∂g(x, t)


∂x


∣∣∣∣
t


(3.55)


Derivata temporale materiale di un campo spaziale


Per ottenere la derivata materiale temporale di g si deve innanzitutto espri-
mere g in funzione di x0 in modo da ottenere il campo materiale


g(x, t) = g
(
φ(x0, t), t


)
(3.56)


successivamente se ne calcola la derivata materiale temporale


D


Dt
g
(
φ(x0, t), t


)
=
∂g
(
φ(x0, t), t


)
∂t


∣∣∣∣
x0


(3.57)
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ed infine si riporta il risultato ottenuto nella descrizione spaziale


D


Dt
g
(
φ(x0, t), t


)
=
∂g
(
φ(x0, t), t


)
∂t


∣∣∣∣
x0=φ−1(x,t)


(3.58)


Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte, si ottiene


Dg(x, t)


Dt
=
∂g(x, t)


∂t


∣∣∣∣
x


+
∂g(x, t)


∂t


∣∣∣∣
t


· ∂φ(x0, t)


∂t


∣∣∣∣
x0=φ−1(x,t)


=


=
∂g(x, t)


∂t


∣∣∣∣
x


+ v(x, t) · grad
(
g(x, t)


)
(3.59)


dove il primo termine rappresenta la derivata spaziale temporale di g, mentre il
secondo termine è chiamato derivata convettiva di g e descrive i cambiamenti di
posizione di x.


3.1.4 Incremento di deformazione


Essendo F = Gradφ


Ḟ =
DF


Dt
= Grad ẋ(x0, t) = Gradv


(
φ(x0, t), t


)
(3.60)


Se si applica la regola di derivazione delle funzioni composte si ottiene


Ḟ =
∂v


∂x
· ∂x
∂x0


= LF (3.61)


dove
L = gradv (3.62)


Il tensore L può essere scomposto nella forma


L(x, t) = D(x, t) +W (x, t) (3.63)


doveD è la parte simmetrica diL ed è chiamato tensore di velocità di deformazione


D =
1


2


(
L+LT) = DT D ∈ Sym (3.64)
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mentreW è la parte antisimmetrica diL, denominata tensore di spin o di rotazione


W =
1


2


(
L−LT) = −W T W ∈ Skw (3.65)


Il tensoreD è associato ad una deformazione pura mentreW ad una rotazione.
SeD = 0 si ha una deformazione rigida.


3.1.5 Incrementi di volume


Essendo dV = J dV0, per determinare la variazione di dV in funzione del
tempo durante il moto bisogna calcolare la derivata di J rispetto al tempo. Nello
specifico si trova


J = det(F ) = det(RU) = det(R) det(U) = det(U) = λ1λ2λ3 (3.66)


dove λi (i = 1, 2, 3) sono gli allungamenti principali (ossia gli autovalori di U ).
Ne consegue che


J̇ = (detF )· = λ̇1λ2λ3 + λ1λ̇2λ3 + λ1λ2λ̇3 = J


(
λ̇1


λ1
+
λ̇2


λ2
+
λ̇3


λ3


)
(3.67)


Nel relativo sistema principale di riferimento, l’inversa e la derivata rispetto al
tempo di U sono


U−1 =


3∑
1=1


1


λi
ui ⊗ ui (3.68)


e


U̇ =


3∑
1=1


λ̇iui ⊗ ui +


3∑
1=1


λiu̇i ⊗ ui +


3∑
1=1


λiui ⊗ u̇i (3.69)


Di conseguenza


U̇ ·U−1 = tr
(
U̇TU−1


)
=


(
λ̇1


λ1
+
λ̇2


λ2
+
λ̇3


λ3


)
(3.70)


essendo ui · ui = 1, e quindi


(ui · ui)· = 2(u̇i · ui) = 0 =⇒ u̇i ⊥ ui (3.71)


Luca Prakash Argani 39







3 | ELEMENTI DI MECCANICA DEL CONTINUO


Considerando che
U̇ = ṘTF +RTḞ (3.72)


e
U−1 = RTF−T (3.73)


utilizzando la (3.61) l’equazione (3.70) diviene


U̇ ·U−1 = tr
(
ṘTR


)
+ tr


(
RTLR


)
(3.74)


Inoltre, essendoRRT = I , si osserva che(
RRT)· = ṘTR+RTṘ = 0 (3.75)


e quindi
tr
(
ṘTR


)
+ tr


(
RTṘ


)
= 2 tr


(
ṘTR


)
= 0 (3.76)


Si può concludere che


J̇ = J tr
(
U̇TU−1


)
= J(trL) = J div v (3.77)


dalla quale si deduce che in una deformazione a volume costante si ha


div v = 0 (3.78)


3.2 Forze


Nella meccanica del continuo si considerano i moti di corpi che si deformano
e si suppone che le forze sui corpi siano dovute a influenze esterne indipen-
denti dall’osservatore. Tali forze sono chiamate forze applicate ed agiscono sulla
configurazione attuale B. Si distinguono tre tipi di forze:


• forze di contatto fra parti separate di un corpo;


• forze di superficie esercitate dall’ambiente esterno sulla frontiera di un
corpo;


• forze di volume esercitate dall’ambiente esterno sui punti interni di un
corpo.


40 Luca Prakash Argani







3.2 | FORZE


Figura 3.6: Forze agenti sulla configurazione attuale.


La forza di contatto per unità di superficie s(x, ∂B, t) è un campo vettoriale
definito su ogni superficie orientata regolare a tratti in B. Per determinare la
forza di contatto fra due parti separate B e P si integra s sulla superficie di
contatto


L = B ∩ P (3.79)


Di conseguenza ∫
∂L


s(x, ∂B, t) dA (3.80)


è la forza esercitata su B da P all’istante t.


La forza di massa per unità di volume b è un campo vettoriale definito su B,
tale che le forze esercitate dall’ambiente esterno su B non dovute al contatto
siano date da ∫


B


ρ(x, t)b(x, t) dV (3.81)


3.2.1 Teorema degli sforzi di Cauchy


Il postulato fondamentale di Cauchy asserisce l’esistenza della tensione superfi-
ciale s che dipende dalla giacitura scelta attraverso la normale n alla superficie
considerata


s(x, ∂B, t) = s(x,n, t) (3.82)


Il teorema degli sforzi di Cauchy afferma che il vettore di tensione s(x,n, t) dipende
linearmente da n, ovvero esiste un campo tensoriale del secondo ordine σ,
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indipendente da n, tale che


s(x,n, t) = σ(x, t)n ∀x ∈ B (3.83)


σ(x, t) è chiamato tensore di Cauchy ed è un tensore simmetrico. Si noti che
σ ∈ Sym per l’equilibrio del momento angolare.


3.2.2 Primo tensore di Piola-Kirchhoff


Il tensore di Cauchy σ è definito nella configurazione spaziale B. Essendo
spesso B incognita, in molti casi è utile lavorare con un tensore che si riferisca
alla configurazione di riferimento.


La forza di contatto df agente sull’elemento di superficie dA è definita come


df = s(x,n, t) dA = s0(x0,n0, t) dA0 (3.84)


dove s0 è il vettore di tensione nominale, che rappresenta la forza di superficie
sulla configurazione attuale ma agisce sulla configurazione di riferimento B0 ed
è funzione di x0 e n0. Perciò s0 non ha significato fisico, è diretta come s, ma
|s| 6= |s0|.


Essendo s0 = Sn0, dove S è il primo tensore di Piola-Kirchhoff , ed utilizzando
le equazioni (3.83) e (3.84), si ha che


σndA = Sn0 dA0 (3.85)


Se si utilizza la formula di Nanson (3.40) l’equazione (3.85) diviene


Sn0 dA0 = JσF−Tn0 dA0 (3.86)


in modo che
S = JσF−T (3.87)


Quindi S è un tensore two-point come F . Generalmente ST = JF−1σ 6= S,
pertanto S non è un tensore simmetrico. Il tensore S diviene simmetrico nel
caso particolare in cui F è simmetrico.
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3.2.3 Altri tensori noti


Tensore di Kirchhoff


Il tensore di Kirchhoff K fornisce una misura spaziale dello sforzo. Esso
differisce dal tensore di Cauchy per il rapporto di volume J ed è definito come


K = Jσ K ∈ Sym (3.88)


Di conseguenza, se il materiale soddisfa il vincolo di incomprimibilità (J = 1) si
ottiene semplicemente


K = σ (3.89)


Secondo tensore di Piola Kirchhoff


Il secondo tensore di Piola Kirchhoff T (2) fornisce una misura materiale
dello sforzo ed è definito come


T (2) = F−1S = F−1KF−T T (2) ∈ Sym (3.90)


Dalle equazioni (3.84) e (3.90) si ottiene


T (2) dA0 = F−1 df (3.91)


Tensore di Biot


Il tensore di Biot T (1) fornisce una misura materiale dello sforzo ed è definito
come


T (1) = JF−1σR = F−1KR (3.92)


Sostituendo la decomposizione polare, F = RU , nella (3.92), si ha


T (1) = PU−1 (3.93)


Infine, dalle equazioni (3.84) e (3.92) si ottiene


T (1)RT dA = JF−1 df (3.94)
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Tensore nominale


Il tensore nominale t è definito come


t = ST = JF−1σ (3.95)


Dunque t è un tensore two-point come S ed è, in generale, non simmetrico.


3.3 Equazioni di equilibrio


3.3.1 Conservazione della massa


Il principio di conservazione della massa afferma che durante il moto la
massa m di un corpo è una quantità che si conserva. La densità di massa nei
punti x e x0 è definita dai limiti


ρ(x) = lim
∆V→0


∆m


∆V
(3.96)


e
ρ0(x0) = lim


∆V0→0


∆m


∆V0
(3.97)


Siano P0 una parte di B0 e P la relativa immagine in B; la conservazione della
massa implica


m(Pt) =


∫
Pt


ρ dV =


∫
P0


ρ0 dV0 (3.98)


e così, essendo dV = J dV0,∫
Pt


ρdV =


∫
Pt


ρ0


J
dV ∀Pt ∈ Bt (3.99)


Poiché i due integrandi della (3.99) devono coincidere in ogni punto si ha


Jρ = ρ0 (3.100)


e considerando che la densità ρ0 è costante nel tempo in P0, l’equazione di
continuità della massa (3.100) diventa


J̇ρ+ Jρ̇ = 0 (3.101)
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o equivalentemente, utilizzando l’equazione (3.33),


ρdiv(v) + ρ̇ = 0 (3.102)


Si noti che in un moto isovolumico si ha ρ̇ = 0 poiché div(v) = 0.


3.3.2 Quantità di moto e momento della quantità di moto


Definizioni


La quantità di moto l(t) è definita come


l(t) =


∫
B


ρ(x, t)v(x, t) dV (3.103)


Il momento della quantità di moto a(t) relativo al punto fisso y è definito come


a(y, t) =


∫
B


ρ(x, t)r × v(x, t) dV (3.104)


dove
r = x− y = φ(x0, t)− y (3.105)


Proprietà


La quantità di moto e il momento della quantità di moto godono delle
seguenti proprietà:


l̇(t) =


∫
B


ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.106a)


ȧ(y, t) =


∫
B


r × ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.106b)


Per dimostrare la (3.106a) e la (3.106b) si osservi che∫
B


φsρdV =


∫
B0


φmρJ dV0 =


∫
B0


φmρ0 dV0 (3.107)
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e


D


Dt


∫
B


φsρ dV =
D


Dt


∫
B0


φmρJ dV0 =


∫
B0


φ̇mρ0 dV0 =


∫
Bt


φ̇sρdV (3.108)


dove φs = φ(x, t) e φm = φ
(
φ(x0, t), t


)
sono generiche funzioni scalari, vetto-


riali o tensoriali.
Quindi la relazione (3.106a) è stata ottenuta utilizzando la (3.108), mentre


la (3.106b) è stata ottenuta utilizzando la (3.108) tenendo conto che


(r × v)· = ṙ × v + r × v̇ = r × v̇ (3.109)


in quanto ṙ = v e v × v = 0.


3.3.3 Centro di massa


Il centro di massa di Bt è definito come:


α(t)− 0 =
1


m(Bt)


∫
Bt


ρr dV (3.110)


Inoltre vale la seguente proprietà:


α̇(t) =
1


m(Bt)


∫
Bt


ṙρdV (3.111)


che può essere dimostrata utilizzando la (3.108).
Confrontando le equazioni (3.111) e (3.106a) si osserva che la quantità di


moto di un corpo B è la stessa di una particella di massa m(B) posta nel centro
di massa di B


m(B)α̇(t) = l(B, t) (3.112)


3.3.4 Equazioni di equilibrio della quantità di moto


La forza risultante applicata sulla configurazione attuale B è:


f(B, t) =


∫
B


ρ(x, t)b(x, t) dV +


∫
∂B


σ(x, t)ndA (3.113)
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ed il momento risultante delle forze applicate in un punto y ∈ E3 è


m(B, t) =


∫
B


ρ(x, t)r(x, t)× b(x, t) dV +


∫
∂B


r(x, t)× σ(x, t)n dA (3.114)


dove r(x, t) = x− 0. È importante notare che vengono presi in considerazione
soltanto i continui non polari (continui in assenza di coppie distribuite).


Il moto di un corpo continuo è governato dalle leggi di equilibrio della quantità
di moto. La prima legge afferma che la quantità di moto l(t) cambia nel tempo
se viene applicata una risultante non nulla f(t), vale a dire


Dl(t)


Dt
= f(t) (3.115)


La seconda legge è costituita dall’equilibrio del momento della quantità di moto


Da(0, t)


Dt
= m(0, t) (3.116)


dove a(0, t) em(0, t) dipendono entrambi dalla scelta del punto 0.


Nelle equazioni (3.115) e (3.116) è assunta implicitamente l’esistenza di un
osservatore inerziale (sistema di riferimento inerziale) al quale si riferiscono le
leggi dell’equilibrio. Le equazioni di equilibrio della quantità di moto (3.115)
e (3.116) in termini di integrali su B e ∂B divengono∫


B


ρ(x, t)b(x, t) dV +


∫
∂B


σ(x, t)n dA =


∫
B


ρ(x, t)v̇(x, t) dV (3.117)


e ∫
∂B


r(x, t)× σ(x, t)n dA+


∫
B


ρ(x, t)r(x, t)× b(x, t) dV =


=


∫
B


ρ(x, t)r(x, t)× v̇(x, t) dV (3.118)


Se si indica la risultante delle forze di massa (che include la forza inerziale −ρv̇)
con


b∗ = b− v̇ (3.119)
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e si definiscono


f∗(B, t) =


∫
B


ρ(x, t)b∗(x, t) dV +


∫
∂B


σ(x, t)ndA (3.120)


e


m∗(B, t) =


∫
B


ρ(x, t)r(x, t)×b∗(x, t) dV +


∫
∂B


r(x, t)×σ(x, t)n dA (3.121)


allora le leggi di equilibrio della quantità di moto (3.115) e (3.116) assumono la
forma


f∗(B, t) = 0 (3.122a)


m∗(B, t) = 0 (3.122b)


Le equazioni di equilibrio della quantità di moto (3.115) e (3.116) possono anche
essere scritte in termini di integrali su B0 e ∂B0 come∫


B0


ρ0(x0, t)b(x0, t) dV0 +


∫
∂B0


S(x0, t)n0 dA0 =


=


∫
B0


ρ0(x0, t)
D2


Dt2
φ(x0, t) dV (3.123)


e ∫
∂B0


r(x0, t)× S(x0, t)n0 dA0 +


∫
B


ρ0(x0, t)r(x0, t)× b(x0, t) dV0 =


=


∫
B0


ρ0(x0)r(x0, t)×
D2


Dt2
φ(x0, t) dV0 (3.124)


dove
r(x, t)0 = φ(x0, t)− 0 (3.125)


3.3.5 Equilibrio dell’energia meccanica


La potenza meccanica esterna, o incremento di lavoro meccanico esterno
Wext, è definita come la potenza immessa dall’insieme delle forze (s, b) sulla
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regione B all’istante t


Wext(t) =


∫
∂B


s · v dA+


∫
B


ρb · v dV (3.126)


L’energia cinetica K di un corpo continuo che occupa la regione B all’istante t è
definita come


K(t) =
1


2


∫
B


ρv2 dV (3.127)


Se si trascurano le altre forme di energia, come l’energia termica, nucleare, elet-
trica, magnetica o chimica, l’equilibrio dell’energia meccanica nella descrizione
spaziale diviene


Wext(t) = Wint(t) +
D


Dt
K(t) (3.128)


dove Wint è la potenza di sforzo o incremento di lavoro meccanico interno e Wint


descrive la risposta della regione B all’istante t data dal campo di sforzo. Lo
scopo ora è quello di determinare Wint in modo che l’equilibrio dell’energia mec-
canica sia soddisfatto. Ricordando che s = σn, il primo integrale nella (3.126)
può essere riscritto come∫


∂B


σn · v dA =


∫
∂B


σv · ndA (3.129)


e utilizzando il teorema della divergenza (2.77) si ha∫
∂B


s · v dA =


∫
B


div(σv) dV (3.130)


dove


div(σv) = (σijvj),i = σij,ivj + σijvj,i = (divσ) · v + σ ·D (3.131)


Di conseguenza ∫
∂B


s · v dA =


∫
B


[
(ρv̇ − b) · v + σ ·D


]
dV (3.132)


e ∫
∂B


s · v dA+


∫
B


b · v dV =


∫
B


σ ·D dV +
1


2


∫
B


ρv2 dV (3.133)
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che rappresenta il teorema della potenza in termini di coordinate spaziali.


Confrontando le equazioni (3.128) e (3.133) si ottiene


Wint(t) =


∫
B


σ ·D dV (3.134)


Si vuole ora determinare l’equazione di equilibrio dell’energia meccanica in
funzione delle coordinate lagrangiane (di riferimento).


La potenza meccanica esterna Wext e l’energia cinetica K nella configurazio-
ne materiale sono espresse come


Wext(t) =


∫
∂B0


Sn0 · ẋ dA0 +


∫
B0


b0 · ẋ dV0 (3.135)


e
K(t) =


1


2


∫
B0


ρ0ẋ
2 dV0 (3.136)


La potenza di sforzo in termini di coordinate materiali diviene


Wint(t) =


∫
B0


σ ·DJ dV0 (3.137)


e poiché
σ ·D = σ · (L−W ) = σ ·L− σ ·W = σ ·L (3.138)


in quanto il tensore di rotazioneW è la parte antisimmetrica di L e il tensore di
Cauchy è simmetrico (quindi σ ·W = 0), la (3.137) può essere riscritta come


Wint(t) =


∫
B0


σ ·LJ dV0 (3.139)


Introducendo il primo tensore di Piola-Kirchhoff si ha


Wint(t) =


∫
B0


SF T ·LdV0 =


∫
B0


S · Ḟ dV0 (3.140)


Confrontando le equazioni (3.137) e (3.140), si ottiene


S · Ḟ = Jσ ·D (3.141)
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da cui si conclude che l’equilibrio dell’energia meccanica è soddisfatto utilizzan-
do il tensore di KirchhoffK (K = Jσ) eD, oppure i tensori S e Ḟ per misurare
la potenza per unità di volume nella configurazione materiale.


Se una misura dello sforzoH e una misura della deformazione Z sono tali
cheH · Ż = S · Ḟ , esse sono dette funzioni coniugate in termini di lavoro. Esistono
infinite misure dello sforzo e della deformazione di questo tipo; se si definisce
un tensore di deformazione


E(m) =
1


m
(U (m) − I) m ∈ N (3.142)


è sempre possibile trovare un tensore T (m) tale che


T (m) · Ė(m) = S · Ḟ (3.143)


Si noti che due importanti misure di sforzo e deformazione coniugate in termini
di lavoro sono il tensore di Biot T (1) ed il tensore di stretch destro U .


3.4 Equazioni del moto


3.4.1 Equazioni governanti nella configurazione spaziale


Applicando il teorema della divergenza (2.77) all’equazione di equilibrio
della quantità di moto lineare (3.117) si ottiene:∫


B


(ρb+ divσ − ρv̇) dV = 0 (3.144)


e poiché la (3.144) è valida per un corpo arbitrario B si ha:


divσ + ρb = ρv̇ (3.145)


oppure, introducendo la forza totale b∗ = b− v̇:


divσ + ρb∗ = 0 (3.146)


Inoltre, per un continuo non polare il bilancio del momento della quantità di
moto (3.118) è soddisfatto soltanto se vale la (3.145) e se il tensore di Cauchy è


Luca Prakash Argani 51







3 | ELEMENTI DI MECCANICA DEL CONTINUO


simmetrico
σ = σT (3.147)


Poiché nelle (3.145) e (3.147) le variabili indipendenti sono x e t, queste due
equazioni forniscono una descrizione spaziale del moto del corpo. In termini di
coordinate spaziali si hanno:


• equazioni del moto


div(σ) + b = ρv̇ (3.148a)


σ = σT (3.148b)


• equazione di conservazione della massa


ρ0 = Jρ (3.149)


• equazioni costitutive
σ = σ̂(B) (3.150)


3.4.2 Equazioni governanti nella configurazione di riferimen-
to


Applicando il teorema della divergenza (2.77) al bilancio della quantità di
moto in termini di coordinate materiali (3.123) si ottiene:∫


B0


(
ρ0b0 + divS − ρ0


D2φ


Dt2


)
dV = 0 (3.151)


dove b0 = b(x0, t). Poiché la (3.151) è valida per ogni configurazione materiale
arbitraria B0, si ha


divS + ρb0 = ρ0
D2φ


Dt2
(3.152)


che è valido per ogni x0 ∈ B0. Inoltre, utilizzando una forma particolare del
teorema della divergenza che coinvolge il prodotto vettoriale, il bilancio del
momento della quantità di moto (3.124) risulta:


SF T = FST (3.153)
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Di conseguenza, in termini di coordinate di riferimento, il moto del corpo
continuo B è governato dalle seguenti equazioni:


• equazioni del moto


DivS + b0 = ρ0
D2φ


Dt2
(3.154a)


SF T = FST (3.154b)


• equazioni costitutive
S = Ŝ(F ), (3.155)


• condizione cinematica
F = Gradx (3.156)


L’equazione di conservazione di massa è omessa poiché nella configurazione di
riferimento ρ0 = cost.


3.5 Invarianza della risposta materiale


3.5.1 Cambiamento di osservatore


Esaminando il corpo B in moto, due osservatori differenti,O eO+, registrano
in generale due moti differenti indicati con φ(x0, t) e φ+(x+


0 , t
+) rispettivamen-


te. Tali moti sono chiamati moti equivalenti se le distanze relative tra i punti e gli
intervalli di tempo tra gli eventi si mantengono costanti durante l’osservazione,
così che


|x− x0| =
∣∣x+ − x+


0


∣∣ (3.157a)


t− t0 = t+ − t+0 (3.157b)


Il requisito (3.157a) è soddisfatto dal sistema di riferimento spaziale


x+ − x+
0 = Q(t)(x− x0) (3.158)


doveQ è un tensore di rotazione.
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Di conseguenza, le equazioni (3.157) possono essere riscritte nella forma


x+ = c(t) +Q(t)x (3.159a)


t+ = t+ α (3.159b)


dove
c(t) = x+


0 −Q(t)x0 (3.160)


e
α = t+0 − t0 (3.161)


Perciò ad ogni istante t la deformazione x+(x0, t) può essere vista come un
determinato moto di corpo rigido imposto su x(x0, t).


Le relazioni (3.159) rappresentano la formulazione analitica del cambiamento
di osservatore e sono riferite ad una trasformazione euclidea. Un campo spaziale
tensoriale di ordine n (q1 ⊗ q2 ⊗ ...⊗ qn) è detto oggettivo se nel cambiamento di
osservatore si trasforma secondo la relazione


(q1 ⊗ q2 ⊗ ...⊗ qn)+ = Qq1 ⊗Qq2 ⊗ ...⊗Qqn (3.162)


In particolare:


• se n = 1, si ha un campo spaziale vettoriale q, per il quale l’equazio-
ne (3.162) diviene


q+(x+, t+) = Q(t)q(x, t) (3.163)


• se n = 2, si ha un campo tensoriale del secondo ordine definibile come
A(x, t) = q1(x, t)⊗ q2(x, t), per il quale l’equazione (3.162) diviene


A(x+, t+) = Q(t)A(x, t)Q(t)T (3.164)


nella quale è stata utilizzata la proprietà


Qq1 ⊗Qq2 = Q(q1 ⊗ q2)QT (3.165)


Ovviamente un campo scalare non è influenzato da un cambiamento di osser-
vatore e così


ψ+(x+, t+) = ψ(x, t) (3.166)
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Non sempre i campi materiali variano con un cambiamento di osservato-
re; ad esempio essi rimangono invariati dopo un moto rigido imposto. Di
conseguenza,


q+
0 = q0 (3.167)


e
A+


0 = A0 (3.168)


dove q0 e A0 sono, rispettivamente, un campo materiale vettoriale e uno
tensoriale.


Si presentano ora le leggi di trasformazione di alcuni campi noti e se ne
studia l’oggettività. Per cominciare, si consideri il gradiente di deformazione F
nel punto x ∈ B e nel relativo punto x+ ∈ B+


F =
∂x


∂x0
(3.169a)


F+ =
∂x+


∂x+
0


(3.169b)


Derivando la (3.159) rispetto a x0 si ottiene


F+ =
∂x+


∂x+
0


= Q
∂x


∂x0
= QF (3.170)


che rappresenta la legge di trasformazione di F . Si noti che F è oggettivo anche
se il requisito (3.164) non è soddisfatto, poiché, essendo un tensore two-point,
uno degli indici descrive le coordinate materiali, le quali sono indipendenti dal
cambiamento dell’osservatore; di conseguenza F si trasforma come un vettore.


Anche il primo tensore di Piola-Kirchhoff S si trasforma in


S+ = QS (3.171)


e dunque anche S è un tensore two-point oggettivo.


La decomposizione polare per l’osservatore O+ nel punto x ∈ B+ è


F+ = R+U+ = V +R+ (3.172)
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e applicando l’equazione (3.170) si ottiene


QRU = R+U+ (3.173a)


QV R = V +R+ (3.173b)


Poiché il tensoreQR è ortogonale, si ha


R+ = QR (3.174a)


U+ = Q (3.174b)


V + = QRQT (3.174c)


Quindi, essendoR un tensore two-point, U un tensore materiale e V un tensore
spaziale, essi sono tutti oggettivi. Di conseguenza anche i tensori di Cauchy-
Green C eB sono tensori oggettivi, essendo


C+ = C (3.175a)


B+ = QBQT (3.175b)


Un esempio di tensore non oggettivo è fornito dal gradiente della velocità
L = Ḟ F−1, un tensore spaziale che si trasforma secondo la


L+ = QLQT + Q̇QT (3.176)


dove Q̇QT rappresenta la rotazione del sistema di riferimento dell’osservatore
O attorno al sistema di riferimento di O+. Tuttavia, poiché L = D +W , si ha


D+ = QDQT (3.177a)


W+ = Q̇QT +QWQT (3.177b)


così cheD è oggettivo.


3.5.2 Invarianza nei cambiamenti di osservatore


Il principio di indifferenza materiale afferma che le proprietà del materiale
devono rimanere invariate cambiando l’osservatore. In altre parole O e O+


devono osservare lo stesso sforzo sotto le stesse azioni. È importante definire
un legame costitutivo che sia lo stesso per ogni osservatore. Di conseguenza le
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equazioni costitutive devono essere definite utilizzando parametri che hanno la
stessa legge di trasformazione nei cambiamenti di osservatore.


Sia s = σn il vettore di tensione di Cauchy che il primo osservatore misura
all’istante t. Ci si aspetta che


s+(n+) = Qs(n) (3.178)


Poiché s = σn e s+ = σ+n+, si ha


σ+n+ = Qσn (3.179)


ed utilizzando n+ = Qn, si ottiene


σ+Qn = Qσn (3.180)


Di conseguenza il tensore σ è un tensore oggettivo, in quanto


σ+ = QσQT (3.181)


3.5.3 Derivate oggettive


Lo scopo di questo paragrafo è capire come si trasformano le derivate mate-
riali rispetto al tempo nei cambiamenti di osservatore. Si considerino un vettore
spaziale q e un tensore spazialeA, che si trasformano in


A+ = QAQT (3.182a)


q+ = Qq (3.182b)


Le rispettive derivate materiali non seguono queste regole, infatti


q̇+ = Qq̇ + Q̇q (3.183a)


Ȧ+ = Q̇AQT +QȦQT +QAQ̇T (3.183b)


Di conseguenza q̇ e Ȧ non sono campi oggettivi e quindi non sono adatti
per formulare equazioni costitutive in forma derivata. Se σ̇ fosse impiegato
nelle equazioni costitutive incrementali, una rotazione rigida causerebbe un
incremento di sforzo. Per questo motivo si introducono le derivate oggettive, che
sono essenzialmente derivate materiali rispetto al tempo modificate.
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L’equazione (3.177b) diviene Q̇ = W+Q−QW e sostituendo nella (3.183)
si ha


∇+


q = Q
∇
q (3.184a)


∇+


A = Q
∇
AQT (3.184b)


dove


∇
q = q̇ −Wq (3.185a)
∇
A = Ȧ−WA+AW (3.185b)


sono le definizioni della derivata di Jaumann rispettivamente di un vettore e di
un tensore. Possono essere definite numerose derivate, ad esempio la derivata di
Oldroyd


◦
q = q̇ −Lq (3.186a)
◦
A = Ȧ−LA−ALT (3.186b)


o la derivata di Cotter-Rivlin


�
q = q̇ +LTq (3.187a)
�
A = Ȧ+LTA+AL (3.187b)


Le derivate oggettive sono impiegate solitamente per definire derivate dello
sforzo euleriano adatte nella formulazione di equazioni costitutive. Si noti che
se i campi lagrangiani rimangono inalterati nei cambiamenti di osservatore, le
rispettive derivate materiali si comportano nello stesso modo, quindi


q̇+
0 = q̇0 (3.188a)


Ȧ+
0 = Ȧ0 (3.188b)
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3.6 Corpi elastici


Un materiale è elastico se il relativo stato tensionale dipende unicamente dal-
la deformazione finale e non dal percorso di deformazione. La classe costitutiva
di un materiale elastico è definita come


σ(x, t) = σ̂
(
F (x0, t),x0


)
(3.189)


oppure semplicemente
σ = σ̂(F ) (3.190)


doveF misura i cambiamenti locali della distanza mentre σ̂ è chiamato funzione
di risposta. Poiché la risposta materiale è indipendente dall’osservatore, deve
essere


σ+ = σ̂(F+) (3.191)


e, introducendo le leggi di trasformazione per F e σ,


σ̂(QF ) = Qσ̂(F )QT Q ∈ Orth+ (3.192)


che rappresenta la condizione necessaria e sufficiente per avere un legame
costitutivo che soddisfi il principio di indifferenza materiale.


Si vogliono ora determinare delle forme alternative per le equazioni costituti-
ve. PoichéR è una rotazione particolare comeQ e F = RU , la relazione (3.190)
può essere riscritta come


σ = σ̂(RU) = Rσ̂(U)RT (3.193)


e così, sostituendoR = FU−1,


σ = FU−1σ̂(U)U−TF T = F σ̆(U)F T (3.194)


dove σ̆(U) = U−1σ̂(U)U−T rappresenta l’equazione costitutiva in termini
di U . Allo stesso modo è possibile determinare una forma dell’equazione
costitutiva che sia funzione del tensore di deformazione C,


σ̂(F ) = Rσ̃(C)RT (3.195)
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oppure
σ̂(F ) = F σ̄(C)F T (3.196)


Si noti che le forme derivate delle equazioni costitutive (3.194), (3.195) e (3.196)
sono anch’esse indipendenti dall’osservatore.


3.6.1 Materiali isotropi


Si consideri un corpo B0. In un primo caso si applica a B0 una deformazione
generata dal gradiente F , mentre in un secondo caso il corpo indeformato B0


viene ruotato tramiteQ (Q ∈ Orth+) e poi sottoposto alla stessa deformazione
del primo caso, così che il gradiente totale della deformazione diventi FQ. Un
materiale è isotropo se la risposta del materiale è la stessa per ogni rotazioneQ,
ovvero


σ̂(F ) = σ̂(FQ) ∀Q ∈ Orth+ (3.197)


Se si considerano deformazioni finite, un materiale non è isotropo in tutte le
configurazioni ma soltanto inizialmente in quanto il corpo perde la sua isotropia
a causa della deformazione.


La risposta di un materiale isotropo deve essere anche indipendente dall’os-
servatore. Poiché i tensori di rotazioneQ utilizzati nella (3.192) e nella (3.197)
sono differenti, si sceglieQ nella (3.197) uguale aQT nella (3.192) e, in questo
modo, sostituendo la (3.192) nella (3.197), l’invarianza della risposta assume la
forma


QσQT = σ̂(QFQT) (3.198)


Equazione costitutiva per un materiale isotropo


Se un materiale è isotropo, la sua equazione costitutiva in termini di sforzi
di Cauchy σ e di tensore di Cauchy-Green sinistroB = FF T è


σ = β0I + β1B + β2B
−1 (3.199)


dove β0, β1 e β2 sono funzioni dei tre invarianti di B. Inoltre, se il materiale
elastico di Chauchy è incomprimibile ed isotropo, la relazione (3.199) diviene
(Truesdell & Noll [20]):


σ = −qI + β0B + β1B
−1 (3.200)
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poiché I3 = det(B) = 1 per un materiale incomprimibile.


Il parametro q nella (3.200) può essere determinato applicando il teorema di
Cayley-Hamilton (2.65). In questo modo, si scopre che q è legato alla pressione
idrostatica p̂ = trσ/3 tramite la relazione


q = −p̂+ β0I1 +
1


2
β1


(
I2
1 − I2


)
(3.201)


dove I1 = trB e I2 = trB2, mentre β0 e β1 sono funzioni generiche dei due
invarianti diB


β0 = β0(I1, I2) (3.202a)


β1 = β1(I1, I2) (3.202b)


Due casi particolari della (3.200) sono il materiale di Mooney-Rivlin [3], per il
quale


σ = −qI + αB + βB−1 (3.203)


dove α e β sono considerate costanti, ed il materiale neo-Hookean, per il quale


σ = −qI + αB (3.204)


ovvero β è assunto nullo e α è costante.


L’equazione costitutiva (3.200) implica la coassialità dei tensoriB e σ, così
che questi condividono (almeno) un sistema principale di riferimento dove


diagB =
(
λ2


1, λ
2
2, λ


2
3


)
(3.205a)


diagσ = (σ1, σ2, σ3) (3.205b)


in cui λi > 0 (per i = 1, 2, 3) sono gli allungamenti principali e soddisfano il
vincolo di incomprimibilità


λ1λ2λ3 = 1 (3.206)


e σi sono gli sforzi principali. Di conseguenza le funzioni β0 e β1 possono
essere determinate esprimendo l’equazione (3.200) nel sistema principale di
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riferimento euleriano nel seguente modo


β0 =
1


λ2
1 − λ2


2


[
(σ1 − σ3)λ2


1


λ2
1 − λ2


3


− (σ2 − σ3)λ2
2


λ2
2 − λ2


3


]
(3.207a)


β1 =
1


λ2
1 − λ2


2


(
σ1 − σ3


λ2
1 − λ2


3


− σ2 − σ3


λ2
2 − λ2


3


)
(3.207b)


Le equazioni (3.207) possono essere espresse in maniera alternativa applicando
una qualsiasi permutazione degli indici 1, 2 e 3.


Fluidi newtoniani


Un caso particolare della (3.200) è l’equazione costitutiva che descrive un
fluido newtoniano incomprimibile


σ = p̂I + 2µD (3.208)


dove lo sforzo di Cauchy è legato all’incremento di deformazione euleriana
tramite il coefficiente viscoso µ e la pressione nel fluido p̂ = trσ/3, poiché
trD = vi,i = 0. Quindi nel caso di deformazione piana si ha


Di3 = D3i = 0 (3.209)


per i = 1, 2, 3, mentre le componenti non nulle di σ sono


σi3 = 0 i = 1, 2 (3.210a)


σ33 =
σ1 + σ2


2
(3.210b)


σ11 − σ22 = 2µ (D11 −D22) (3.210c)


σ12 = µD12 (3.210d)


3.6.2 Materiali iperelastici


Un materiale elastico per il quale esiste un potenziale elastico W = W (F )


tale che
ST =


∂W


∂F
[F ] (3.211)
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è chiamato materiale iperelastico (Ogden [4]). Se W è una funzione isotropa si ha
la seguente relazione


∂W


∂F
=
∂W


∂U
(3.212)


e gli sforzi di Biot T (1) e U sono coassiali, così che


T (1) =
∂W


∂U
=


3∑
i=1


∂W


∂λi
u(i) ⊗ u(i) (3.213)


dove u(i), per i = 1, 2, 3, sono i versori nelle direzioni principali lagrangiane.
Applicando la definizione dello sforzo di Biot


T (1) = F−1KR (3.214)


e considerando che


F = RU (3.215a)


U =


3∑
j=1


λju
(j) ⊗ u(j) (3.215b)


si ottiene


K = R


3∑
j=1


λju
(j) ⊗ u(j)


3∑
i=1


∂W


∂λi
u(i) ⊗ u(i)RT (3.216)


e dunque


RTKR =


3∑
i=1


λi
∂W


∂λi
u(i) ⊗ u(i) (3.217)


quindi le componenti principali diK sono


ki = λi
∂W


∂λi
(3.218)


nella quale gli indici i = 1, 2, 3 non sono sommati. Per un materiale incompri-
mibile si introduce il vincolo J = λ1λ2λ3 = 1 e gli sforzi principali di Cauchy
σi sono dati da


σi = λi
∂W


∂λi
− p̂ (3.219)
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espressione nella quale gli indici i = 1, 2, 3 non sono sommati e p̂ = trσ/3 è la
pressione idrostatica; perciò eliminando p̂ si ottiene


σi − σj = λi
∂W


∂λi
− λj


∂W


∂λj
(3.220)


dove i 6= j e gli indici i, j = 1, 2, 3 non sono sommati. Se il materiale è incompri-
mibile, soltanto due dei suoi allungamenti principali λi sono indipendenti poi-
ché, per soddisfare il vincolo J = 1, deve essere λ3 = 1/(λ1λ2). Di conseguenza
il potenziale elastico può essere espresso come


Ŵ (λ1, λ2) = W (λ1, λ2, λ
−1
1 , λ−1


2 ) (3.221)


e, applicando la regola di derivazione delle funzioni composte, si ottiene


∂Ŵ


∂λi
=
∂W


∂λ1


∂λ1


∂λi
+
∂W


∂λ2


∂λ2


∂λi
+
∂W


∂λ3


∂λ3


∂λi
(3.222)


per i = 1, 2, 3, così che la (3.219) si riscrive come


σ1 = λ1
∂W


∂λ1
− p̂ = λ1


∂Ŵ


∂λ1
+ λ3


∂W


∂λ3
− p̂ (3.223a)


σ2 = λ2
∂W


∂λ2
− p̂ = λ2


∂Ŵ


∂λ2
+ λ3


∂W


∂λ3
− p̂ (3.223b)


σ3 = λ3
∂W


∂λ3
− p̂ (3.223c)


Inoltre, nel caso di deformazione piana si hanno


λ1 = λ (3.224a)


λ2 =
1


λ
(3.224b)


λ3 = 1 (3.224c)


e il potenziale elastico assume la forma


W̆ (λ) = Ŵ


(
λ,


1


λ


)
(3.225)
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Applicando ancora la regola di derivazione delle funzioni composte si può
verificare che


∂Ŵ


∂λ
=
∂Ŵ


∂λ1


∂λ1


∂λ
+
∂Ŵ


∂λ2


∂λ2


∂λ
(3.226)


così che


λ
∂Ŵ


∂λ
= λ1


∂Ŵ


∂λ1
− λ2


∂Ŵ


∂λ2
(3.227)


e di conseguenza la (3.220) si riscrive come


σ1 − σ2 = λ1
∂W


∂λ1
− λ2


∂W


∂λ2
= λ1


∂Ŵ


∂λ1
− λ2


∂Ŵ


∂λ2
= λ


∂Ŵ


∂λ
(3.228a)


σ1 − σ3 = λ1
∂W


∂λ1
− λ3


∂W


∂λ3
= λ1


∂Ŵ


∂λ1
(3.228b)


σ2 − σ3 = λ2
∂W


∂λ2
− λ3


∂W


∂λ3
= λ2


∂Ŵ


∂λ2
(3.228c)


È evidente che il potenziale elastico può essere espresso anche in funzione diB
ed in particolare dei relativi invarianti


I1 = trB (3.229a)


I2 = trB2 (3.229b)


I3 = detB (3.229c)


dove I3 = 1 per un materiale incomprimibile. Quindi il potenziale elastico
assume la forma


W̄ (I1, I2) = Ŵ (λ1, λ2) (3.230)


e dalla regola di derivazione delle funzioni composte si ha


∂Ŵ


∂λi
=
∂W̄


∂I1


∂I1
∂λi


+
∂W̄


∂I2


∂I2
∂λi


(3.231)


per mezzo della quale si possono riscrivere le (3.228) nella seguente forma
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alternativa


σ1 − σ2 = 2
(
λ2


1 − λ2
2


) ∂W̄
∂I1


+ 4
(
λ4


1 − λ4
2


) ∂W̄
∂I2


(3.232a)


σ1 − σ3 = 2


(
λ2


1 −
1


λ2
1λ


2
2


)[
∂W̄


∂I1
+ 2


(
λ2


1 +
1


λ2
1λ


2
2


)
∂W̄


∂I2


]
(3.232b)


σ2 − σ3 = 2


(
λ2


2 −
1


λ2
1λ


2
2


)[
∂W̄


∂I1
+ 2


(
λ2


2 +
1


λ2
1λ


2
2


)
∂W̄


∂I2


]
(3.232c)


3.6.3 Alcuni potenziali elastici


Materiale di Mooney-Rivlin


La forma esplicita e semplice della funzione dell’energia di deformazione
per un mezzo elastico isotropo proposta da Mooney [3], è


W̄ (I1, I2) =
µ1


2
(I1 − 3)− µ2


4


(
I2
1 − I2 − 6


)
(3.233)


o analogamente


Ŵ (λ1, λ2) =
µ1


2


(
λ2


1 + λ2
2 +


1


λ2
1λ


2
2


− 3


)
− µ2


2


(
1


λ2
1


+
1


λ2
2


+ λ2
1λ


2
2 − 3


)
(3.234)


oppure, nel caso di deformazione piana,


W̆ (λ) =
µ1 − µ2


2


(
λ2 +


1


λ2
− 2


)
(3.235)


dove µ1 e µ2 sono parametri del materiale mentre µ0 = µ1 − µ2 rappresenta il
modulo di taglio. In questo caso, in riferimento all’equazione (3.200), si ottiene
semplicemente


β0 = µ1 (3.236a)


β1 = µ2 (3.236b)
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Materiale di Ogden


La seguente classe di funzioni dell’energia di deformazione è stata proposta
da Ogden [4] per modellare analisi sperimentali sulla gomma:


Ŵ (λ1, λ2) =


N∑
i=1


µi
αi


[
λαi1 + λαi2 +


1


(λ1λ2)
αi − 3


]
(3.237)


oppure, per il caso di deformazione piana,


W̆ (λ) =


N∑
i=1


µi
αi


[
λαi +


1


λαi
− 2


]
(3.238)


dove µi e αi sono parametri del materiale soggetti ai vincoli


2µ0 =


N∑
i=1


µiαi con µiαi > 0 i = 1, . . . , N (3.239)


dove N ∈ N \ { 0 } determina il numero di termini nella funzione dell’energia di
deformazione, µi hanno le dimensioni dei moduli di taglio e αi sono parametri
adimensionali. In particolare, il materiale di Mooney-Rivlin può essere ottenuto
con N = 2, α1 = 2 e α2 = −2.


Impiegando i seguenti valori si ottiene una buona correlazione con alcuni
dati sperimentali relativi ai test di tensione semplice, tensione equibiassiale e di
taglio puro della gomma vulcanizzata (Treloar [24, 25] e Ogden [4]),


α1 = 1.3 µ1 = 6.3× 105 N m−2


α2 = 5.0 µ2 = 1.2× 103 N m−2


α3 = −2.0 µ3 = 0.1× 105 N m−2 (3.240)


con µ0 = 4.225× 105 N m−2; alcune limitazioni sono date da Ogden et al. [26].


I coefficenti delle relazioni (3.200) possono essere ottenuti dall’equazio-


Luca Prakash Argani 67







3 | ELEMENTI DI MECCANICA DEL CONTINUO


ne (3.237) nella forma


β0 =
1


λ2
1 − λ2


2


N∑
i=1


µi


[
λαi1 − (λ1λ2)−αi


λ2
1 − (λ1λ2)−2


λ2
1 −


λαi2 − (λ1λ2)−αi


λ2
2 − (λ1λ2)−2


λ2
2


]
(3.241a)


β1 =
1


λ2
1 − λ2


2


N∑
i=1


µi


[
λαi1 − (λ1λ2)−αi


λ2
1 − (λ1λ2)−2


− λαi2 − (λ1λ2)−αi


λ2
2 − (λ1λ2)−2


]
(3.241b)


oppure


β0 =
λ2


λ4 − 1


N∑
i=1


µi


[
λαi − 1


λ2 − 1
λ2 − 1− λαi


1− λ2


1


λαi


]
(3.242a)


β1 =
λ2


λ4 − 1


N∑
i=1


µi


[
λαi − 1


λ2 − 1
− 1− λαi


1− λ2


λ2


λαi


]
(3.242b)


per la deformazione piana.


Teoria della plasticità olonoma J2


Nell’ambito dell’iperelasticità è stata individuata da Hutchinson & Neale [17]
la teoria della plasticità olonoma J2 (si veda anche Hutchinson & Tvergaard [27]).
In riferimento all’equazione (3.200), la legge costitutiva utilizzata è:


σi =
2


3
Esεi + p̂ (3.243)


per i = 1, 2, 3 e analogamente il vincolo di incomprimibilità si esprime come


3∑
i=1


εi = 0 (3.244)


dove εi = lnλi rappresenta la deformazione logaritmica, p̂ = trσ/3 mentre Es


è il modulo secante la curva che mostra l’andamento dello sforzo efficace σe in
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funzione della deformazione efficace εe definiti come


εe =


√
2


3
(ε2


1 + ε2
2 + ε2


3) (3.245a)


σe =


√
3


2
(S2


1 + S2
2 + S2


3) (3.245b)


nelle quali Si (con i = 1, 2, 3) sono le componenti principali dello sforzo
deviatorico. Inoltre si assume


Es = KεN−1
e (3.246)


dove N ∈ (0; 1] è l’esponente di incrudimento e K è un parametro costitutivo
(positivo) di rigidezza. La funzione dell’energia di deformazione risulta quindi
essere


W ε =
K


N + 1
εN+1


e (3.247)


avendo scelto1:


q = −p̂+
2


3
Es


(
λ4


2 − λ−2
2


) (
λ2


1 + λ2
3


)
ε1 −


(
λ4


1 − λ−2
1


) (
λ2


2 + λ2
3


)
ε2


(λ2
1 − λ2


2) (λ2
1 − λ2


3) (λ2
2 − λ2


3)
(3.248a)


β0 =
2


3
Es


1


λ2
1 − λ2


2


[
(ε1 − ε3)λ2


1


λ2
1 − λ2


3


− (ε2 − ε3)λ2
2


λ2
2 − λ2


3


]
(3.248b)


β1 =
2


3
Es


1


λ2
1 − λ2


2


(
ε1 − ε3


λ2
1 − λ2


3


− ε2 − ε3


λ2
2 − λ2


3


)
(3.248c)


Per il caso di deformazione piana si ha che


ε3 = lnλ3 = 0 (3.249)


mentre l’incomprimibilità implica


ε1 = −ε2 = ε = − lnλ (3.250)


1 Si vedano la (3.200) e la (3.243).


Luca Prakash Argani 69







3 | ELEMENTI DI MECCANICA DEL CONTINUO


e dunque la deformazione effettiva εe diviene


εe =
2ε√


3
(3.251)


Introducendo il parametro K̃, definito come


K̃ = K


(
2√
3


)N−1


(3.252)


le (3.246) e (3.246) si adattano e riscrivono nel seguente modo


Es = K̃εN−1
e (3.253a)


W ε =
4


3


K̃


N + 1
εN+1 (3.253b)


In questo caso, con riferimento alla relazione (3.200), si ottengono:


q = −p̂ (3.254a)


β0 =
4


3
Es


λ2


λ4 − 1
ε (3.254b)


β1 =
2


3
Es


λ2


1− λ4
ε (3.254c)


3.7 Problemi al contorno


Nella formulazione lagrangiana dei problemi al contorno elastici le variabili
indipendenti sono (x0, t).


Si vuole determinare il moto φ(x0, t) di un corpo soggetto a condizioni
iniziali e condizioni al contorno assegnate, note la configurazione di riferimento
e la densità ρ0(x0). L’equazione del moto in termini di coordinate di riferimento,
vista nel paragrafo 3.4.2, è


divS + ρ0b = ρ0ẍ (3.255)
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con S dipendente da x = φ(x0, t) tramite l’equazione costitutiva


S = Ŝ(F ) (3.256)


dove
F = Gradφ(x0, t) (3.257)


In generale le forze di volume b sono funzione dei punti spazialix = φ(x0, t).
Se si assume, senza perdita di generalità, che il corpo occupi la configurazione
di riferimento all’inizio del moto (t = t0), le condizioni iniziali (CI) sono:


φ(x0, t0) = x0 (3.258a)


φ̇(x0, t0) = v0(x0) (3.258b)


dove v0 è una funzione assegnata su B0.
Per specificare ora le condizioni al contorno (CC), si considerino due sottoinsie-


mi ∂Bx0 ⊆ ∂B0 e ∂Bs0 ⊆ ∂B0 in cui siano assegnati, rispettivamente, spostamenti
e tensioni superficiali.2 Allora è possibile scrivere:


φ(x0, t) = ξ(x0, t) su ∂Bx0 (3.259a)


Sn0 = s(x0,x,F , t) su ∂Bs0 (3.259b)


dove ξ e s sono campi vettoriali assegnati. La condizione (3.259b) è abbastanza
generale e valida per un’ampia gamma di tensioni assegnate, inclusi carichi
statici e pressioni.


2 Sono valide le seguenti relazioni tra i due contorni definiti:


∂Bx0 ∪ ∂Bs0 = ∂B0


∂B0
x ∩ ∂B0


s = ∅
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Capitolo 4
DEFORMAZIONI INCREMENTALI


Questo capitolo è volto alla definizione di quantità incrementali e alla
formulazione incrementale del problema elastico. Si ricavano in forma
incrementale l’operatore costitutivo, i moduli elastici, gli sforzi e gli strains.


P
ER STUDIARE LA RISPOSTA di un corpo solido soggetto a prestress devo-
no essere introdotti un problema al contorno e un insieme di relazioni
lineari incrementali risolvibili. In questa trattazione ci si limita al ca-
so in cui gli incrementi comprendono solo i termini lineari, anche se


esistono teorie più generali. Sono infine presentate le principali equazioni costi-
tutive (in forma incrementale) che ben si adattano a descrivere il comportamento
di vari tipi di materiali elastici.


Nei paragrafi seguenti si considera un materiale elastico, inizialmente isotro-
po (in assenza di carico) e con condizioni iniziali note, per il quale sono disponi-
bili espressioni esplicite dello sforzo in ogni fase della deformazione ed equa-
zioni incrementali direttamente ottenute da quelle relative alle deformazioni
finite.


4.1 Definizione di una quantità incrementale


Siaφ(x0, t) una soluzione del problema al contorno (3.255)-(3.259). Si voglio-
no individuare delle soluzioni prossime a φ quando le condizioni al contorno
sono perturbate.
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Figura 4.1: Deformazioni incrementali.


Sia φ̄(x0, t) una soluzione per il problema al contorno perturbato e si assuma
che x̄ = φ̄(x0, t). Lo spostamento di una particella materiale è


ẋ = x̄− x = φ̄(x0, t)− φ(x0, t) = φ̇(x0, t) (4.1)


che viene assunta come definizione di (˙).


Se lo spostamento ẋ è piccolo per ogni x0 ∈ B0, così che i termini di ordine
|ẋ|2 possono essere trascurati, allora ci si riferisce a ẋ come a una deformazione
incrementale (lineare) della configurazione attuale Bt.


L’incremento del gradiente di deformazione dovuto alla deformazione
incrementale ẋ è dato da


Ḟ = (Gradφ)· = Grad φ̄−Gradφ = Grad φ̇ (4.2)


espressione nella quale è stata utilizzata la proprietà di linearità dell’operatore
Grad.


Generalmente, l’incremento di una funzione f(F ) scalare (vettoriale o tenso-
riale) sufficientemente regolare è dato dal relativo sviluppo in serie di Taylor
troncato al termine lineare


ḟ =
∂f


∂F
[Ḟ ] + o(Ḟ ) (4.3)
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4.2 Equazioni incrementali del moto


In accordo con la (4.3), l’equazione costitutiva linearizzata incrementale per
un materiale elastico diviene


Ṡ = E0Ḟ (4.4a)


E0 =
∂Ŝ(F )


∂F
(4.4b)


o analogamente
Ṡ = E0Ḟ + qF−TḞ F−T − q̇F−T (4.5)


quando il materiale è incomprimibile. E0 è il tensore del quarto ordine dei
moduli elastici relativo alla configurazione di riferimento. Quando il materiale è
iperelastico si ha che S = ∂W/∂F e dalla (4.4b) risulta


E0 =
∂2W (F )


∂F 2
(4.6)


Di solito nella risoluzione di problemi al contorno incrementali conviene sce-
gliere come configurazione di riferimento la configurazione attuale nota. In
questo caso F = I mentre Ḟ , che rappresenta il gradiente della deformazione
incrementale, è diverso da zero poiché


Ḟ = FL = L (4.7)


Si noti che l’isotropia è una proprietà associata ad una configurazione particolare
che deve essere assunta come configurazione di riferimento per formulare
l’equazione costitutiva.


4.2.1 Il problema al contorno incrementale


In riferimento al Capitolo 3, l’insieme delle equazioni che governano le de-
formazioni incrementali quasi statiche per un materiale comprimibile espresse
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in un sistema di riferimento materiale è il seguente:


div Ṡ + ḃ0 = 0


Ṡ = EḞ
Ḟ = Grad ẋ


Ṡn0 = ṡ(x, t) su ∂Bs0
ẋ = ξ̇(x, t) su ∂Bx0


(4.8)


4.3 Equazioni costitutive incrementali


L’equazione costitutiva per un materiale di Cauchy elastico, incomprimibile
ed isotropo (paragrafo 3.6.1) è


σ = −qI + β0B + β1B
−1 (4.9)


dove β0 e β1 sono generiche funzioni dei due invarianti di B. La derivata
materiale della (4.9) è


σ̇ = −q̇I + β0Ḃ + β1


(
B−1


)·
+ β̇0B + β̇1B


−1 (4.10)


in cui
Ḃ = DB +BD +WB −BW (4.11)


e (
B−1


)·
= −B−1D −DB−1 −B−1W +WB−1 (4.12)


dove D è il tensore di velocità di deformazione euleriana e W è il tensore di
rotazione. Note l’equazione (4.9) e la definizione della derivata di Jaumann


∇
σ = σ̇ −Wσ + σW (4.13)


l’equazione costitutiva (4.9) diviene


∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1(B−1D +DB−1) + β̇0B + β̇1B


−1 (4.14)


Si noti che


β̇i =
∂βi(I1, I2)


∂I1
tr Ḃ + 2


∂βi
∂I2(I1, I2)


B · Ḃ (4.15)
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dove


tr Ḃ = 2B ·D (4.16a)


B · Ḃ = 2B2 ·D (4.16b)


o analogamente
˙̂
βi =


∂β̂i(λ1, λ2)


∂λ1
λ̇1 +


∂β̂i(λ1, λ2)


∂λ2
λ̇2 (4.17)


dove β̂i = β̂i(λ1, λ2) (per i = 0, 1) sono i coefficienti β0 e β1 espressi in funzione
degli allungamenti principali. Pertanto si ottiene


∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1


(
B−1D +DB−1


)
+ +2


(
B ·D∂β0


∂I1
+


+ 2B2 ·D∂β0


∂I2


)
B + 2


(
B ·D∂β1


∂I1
+ 2B2 ·D∂β1


∂I2


)
B−1 (4.18)


o equivalentemente


∇
σ + q̇I = β0(DB +BD)− β1(B−1D +DB−1)+


+


(
∂β̂0


∂λ1
λ̇1 +


∂β̂0


∂λ2
λ̇2


)
B +


(
∂β̂1


∂λ1
λ̇1 +


∂β̂1


∂λ2
λ̇2


)
B−1 (4.19)


L’equazione costitutiva incrementale (4.18) è valida per l’elasticità incomprimi-
bile tridimensionale di Cauchy.


4.3.1 Moduli incrementali


Si vuole ora applicare la (4.18) al caso di deformazioni piane incrementali
imponendo la generica condizione di deformazione omogenea. Nel sistema
di riferimento principale euleriano


B = λ2
1e1 ⊗ e1 + λ2


2e2 ⊗ e2 +
1


λ2
1λ


2
2


e3 ⊗ e3 (4.20)
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dove Di3 = D3i = 0 (per i = 1, 2, 3), così che le componenti di sforzo fuori dal
piano sono


∇
σ3i =


∇
σi3 = 0 i = 1, 2 (4.21)


e


∇
σ33 = −q̇ +


(
λ2


1 − λ2
2


){ 1


λ2
1λ


2
2


[
∂β0


∂I1
+ 2


(
λ2


1 + λ2
2


) ∂β0


∂I2


]
+


+ λ2
1λ


2
2


[
∂β1


∂I1
+ 2


(
λ2


1 + λ2
2


) ∂β1


∂I2


]}
(D11 −D22) (4.22)


o anche


∇
σ33 = −q̇ +


[
1


λ2
1λ


2
2


(
λ1
∂β̂0


∂λ1
− λ2


∂β̂0


∂λ2


)
+


+ λ2
1λ


2
2


(
λ1
∂β̂1


∂λ1
− λ2


∂β̂1


∂λ2


)]
D11 −D22


2
(4.23)


Le componenti di sforzo nel piano, invece, possono essere espresse nella forma
di Biot [2] come 


∇
σ12 = 2µD12


∇
σ11 −


∇
σ22 = 2µ∗ (D11 −D22)


D11 +D22 = 0


(4.24)


dove µ e µ∗ sono due moduli incrementali che corrispondono rispettivamente ad
un taglio parallelo ed uno inclinato di π/4 rispetto agli assi principali euleriani.
Questi possono essere espressi in funzione degli invarianti diB


µ =
λ2


1 + λ2
2


2


(
β0 −


β1


λ2
1λ


2
2


)
(4.25a)


µ∗ =
λ2


1 + λ2
2


2
β0 +


(λ2
1 − λ2


2)2


2


[
∂β0


∂I1
+ 2(λ2


1 + λ2
2)
∂β0


∂I2


]
+


− 1


λ2
1λ


2
2


{
λ2


1 + λ2
2


2
β1 +


(λ2
1 − λ2


2)2


2


[
∂β1


∂I1
+ 2(λ2


1 + λ2
2)
∂β1


∂I2


]} (4.25b)
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o degli allungamenti principali


µ =
λ2


1 + λ2
2


2


(
β̂0 −


β̂1


λ2
1λ


2
2


)
(4.26a)


µ∗ =
λ2


1 + λ2
2


2
β̂0 +


λ2
1 − λ2


2


4


(
λ1
∂β̂0


∂λ1
− λ2


∂β̂0


∂λ2


)
+


− 1


λ2
1λ


2
2


[
λ2


1 + λ2
2


2
β̂1 +


λ2
1 − λ2


2


4


(
λ1
∂β̂1


∂λ1
− λ2


∂β̂1


∂λ2


)] (4.26b)


essendo
λ̇i = λiDii (4.27)


dove l’indice i non è sommato. Un’espressione alternativa per i due moduli
incrementali µ e µ∗, relativa all’esistenza della funzione dell’energia di de-
formazione, è stata proposta da Biot [2] (si veda l’Appendice A) nella forma:


µ =
1


2


λ2
1 + λ2


2


λ2
1 − λ2


2


(
λ1
∂W


∂λ1
− λ2


∂W


∂λ2


)
(4.28a)


µ∗ =
1


4


(
λ1
∂W


∂λ1
+ λ2


∂W


∂λ2
+ λ2


1


∂2W


∂λ2
1


+ λ2
2


∂2W


∂λ2
2


− λ1λ2
∂2W


∂λ1∂λ2


)
(4.28b)


Moduli incrementali in deformazione piana


Si vogliono ora applicare la (4.25) e la (4.26) al caso di deformazioni piane
incrementali sovrapposte ad uno stato di deformazione piana omogenea. Nel
caso di deformazione piana, l’allungamento principale in direzione ortogonale
fuori dal piano è sempre unitario. Ad esempio, per un materiale incomprimi-
bile, se λ1 = λ allora di dovrà avere λ2 = 1/λ. Di conseguenza il tensore di
deformazione di Cauchy-Green sinistro ed il relativo inverso nel sistema di
riferimento principale euleriano divengono


B = λ2e1 ⊗ e1 +
1


λ2
e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 (4.29a)


B−1 =
1


λ2
e1 ⊗ e1 + λ2e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3 (4.29b)
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La sostituzione della (4.29) nella (4.18) porta a


∇
σ3i =


∇
σi3 = 0 (4.30)


con i = 1, 2 e


∇
σ33 = −q̇ +


(
λ2 − 1


λ2


)[
∂β0


∂I1
+ 2


(
λ2 +


1


λ2


)
∂β0


∂I2
+
∂β1


∂I1
+


+ 2


(
λ2 +


1


λ2


)
∂β1


∂I2
(D11 −D22)


]
(4.31)


mentre i moduli incrementali µ e µ∗ divengono funzioni degli invarianti diB


µ =
1


2


(
λ2 +


1


λ2


)
(β0 − β1) (4.32a)


µ∗ =
1


2


(
λ2 +


1


λ2


)
(β0 − β1) +


1


2


(
λ2 − 1


λ2


)2[
2


(
λ2 +


1


λ2


)
∂β0


∂I2
+


+
∂β0


∂I1
− ∂β1


∂I1
+ 2


(
λ2 +


1


λ2


)
∂β1


∂I2
(D11 −D22)


] (4.32b)


Se si introducono i coefficienti


β̃i(λ) = β̂i


(
λ,


1


λ


)
(4.33)


con i = 0, 1 e se si utilizza la regola di derivazione delle funzioni composte,
allora si ottiene


λ
∂β̃i
∂λ


=
∂β̂i
∂λ1
− 1


λ


∂β̂i
∂λ2


(4.34)


Quindi i moduli incrementali, funzioni dell’allungamento principale, risultano
essere pari a


µ =
1


2


(
λ2 +


1


λ2


)(
β̃0 − β̃1


)
(4.35a)


µ∗ =
1


2


(
λ2 +


1


λ2


)(
β̃0 − β̃1


)
+
λ


4


(
λ2 − 1


λ2


)(
∂β̃0


∂λ
− ∂β̃1


∂λ


)
(4.35b)
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Le espressioni di µ e µ∗ relative alla funzione dell’energia di deformazione W̆ (λ)


sono


µ =
λ


2


(
λ4 + 1


λ4 − 1


)
∂W̆


∂λ
(4.36a)


µ∗ =
λ


4


∂


∂λ


(
λ
∂W̆


∂λ


)
(4.36b)


4.3.2 Esempi di equazioni costitutive incrementali


Materiale di Mooney-Rivlin


Per il materiale di Mooney-Rivlin [3] si verifica semplicemente che


µ = µ∗ =
1


2


(
λ2


1 + λ2
2


)(
µ1 −


µ2


λ2
1λ


2
2


)
(4.37)


e analogamente


µ = µ∗ =
1


2


(
λ4 + 1


λ2


)
(µ1 − µ2) (4.38)


per la deformazione piana. Inoltre si ha


∇
σ33 = −q̇ (4.39)


Materiale di Ogden


Per il materiale di Ogden [4] i coefficienti nelle relazioni (4.24) possono essere
ottenuti dall’equazione (3.237) nella forma


µ =
1


2


λ2
1 + λ2


2


λ2
1 − λ2


2


N∑
i=1


µi
(
λαi1 − λ


αi
2


)
(4.40a)


µ∗ =
1


4


N∑
i=1


αiµi
(
λαi1 + λαi2


)
(4.40b)
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o analogamente


µ =
1


2


λ4 + 1


λ4 − 1


N∑
i=1


µi


(
λ2αi − 1


λαi


)
(4.41a)


µ∗ =
1


4


N∑
i=1


αiµi


(
λ2αi + 1


λαi


)
(4.41b)


per la tensione piana. L’unica componente non nulla della derivata di Jaumann
dello sforzo di Cauchy nella direzione fuori dal piano è:


∇
σ33 =


N∑
i=1


[
µi


gi1(λ1, λ2) + gi2(λ1, λ2) + gi3(λ1, λ2)


(λ1 − λ2)
2


(λ1 + λ2) (λ2
1 − λ2


3)
2


(λ2
2 − λ2


3)
2 λ


αi+1
3


]
(4.42)


dove le espressioni di gij(λ1, λ2) sono date dalle seguenti relazioni:


gi1(λ1, λ2) = λαi1 λ
2(αi+1)
2


(
λ2


1 − λ2
3


)2 [
λ1 (λ1 − λ2)


(
λ2


1 + λ2
3


)
×
[
αi
(
λ2


2 − λ2
3


)
− 2


(
λ2


2 + λ2
3


)]
− 2λ4


3


[(
λ2


1 + λ2
2


)
− λ3


(
1 + λ−6


3


)]]
(4.43)


per j = 1, mentre per j = 2


gi2(λ1, λ2) = (λ1 + λ2) (λ1 − λ2)
3
λ6


3


[
αi
(
λ2


1 − λ2
3


) (
λ2


2 − λ2
3


) (
1 + λ6


3


)
+


+ 2λ−1
3


[(
λ3


3 − 1
)


+ λ−9
3


(
λ3


3 + 1
)


+ λ−5
3


(
λ2


1 + λ2
2


)]]
(4.44)


e infine, per j = 3


gi3(λ1, λ2) = λ
(1+2αi)
1 λαi2


(
λ2


2 − λ2
3


) [
2λ−4


1 λ−4
2 (λ1 − λ2)


2
+ αiλ2 (λ2 − λ1)


×
[(
λ2


3 − λ2
2


)
+
(
λ−2


1 − λ
−2
3


)
λ−2


3


]
+ 2λ2 (λ2 − λ1)


[(
λ2


1 + λ2
3


)
+
(
λ2


2 + λ2
3


)]
+


+ 2λ4
2


(
1− λ5


1λ2


)
+ 2λ−2


2


(
1− λ5


1λ
7
2


)]
(4.45)


nelle quali, per l’ipotesi di incomprimibilità, si ha


λ3 =
1


λ1λ2
(4.46)
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Materiale ipoelastico


Se si identifica T ∈ Sym con il tensore di Cauchy σ e si indica con (
3· ) la


derivata oggettiva euleriana di T (assunta essere una funzione isotropa dello
stesso T e diD), la rappresentazione


3
σ = −q̇I + γ1D + (γ2T ·D + γ3T


2 ·D)I + (γ4T ·D + γ5T
2 ·D)T+


+ (γ6T ·D + γ7T
2 ·D)T 2 + γ8(DT + TD) + γ9(DT 2 + T 2D) (4.47)


(dove i coefficienti γi, con i = 1, . . . , 9, sono funzioni polinomiali degli invarianti
di T ) descrive un materiale incomprimibile e ipoelastico (Truesdell & Noll [20]).
Tuttavia, anche se T non rappresenta lo sforzo di Cauchy ed i coefficienti γi
(per i = 1, . . . , 9) rimangono totalmente arbitrari (ma indipendenti da D), in
un sistema di riferimento principale di T e sotto l’ipotesi di deformazione
incrementale piana si ottiene


∇
σi3 =


∇
σ3i = 0 (4.48)


per i = 1, 2, e


∇
σ33 = −q̇ + (T1 − T2)


[
γ2 + γ4T3 + γ6T


2
3 +


+ (T1 + T2)(γ3 + γ5T3 + γ7T
2
3 )
]
D11 (4.49)


dove Ti (per i = 1, 2, 3) sono i valori principali di T , mentre
∇
σ12,


∇
σ21 e


∇
σ11−


∇
σ22


sono espressi dalla relazione (4.24) con i moduli di taglio pari a


µ =
1


2


[
γ1 + γ8(T1 + T2) + γ9(T 2


1 + T 2
2 )
]


(4.50)


e


µ∗ =
1


2


[
γ1 + (T1 − T2)2


[
γ4 + (T1 + T2)(γ5 + γ6) + (T1 + T2)2γ7


]
+


+ (T1 + T2) γ8 +
(
T 2


1 + T 2
2


)
γ9


]
(4.51)
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Teoria della plasticità olonoma J2: approcci iperelastici e ipoelastici


Nella teoria della plasticità olonoma J2 i coefficienti della (4.24) possono
essere ottenuti dall’equazione (3.243) nella forma


µ =
1


3
Es(ε1 − ε2) coth(ε1 − ε2) (4.52a)


µ∗ =
1


9


Es


ε2
e


[
3(ε1 + ε2)2 +N(ε1 − ε2)2


]
(4.52b)


oppure


µ =
2


3
Es ε coth(2ε) (4.53a)


µ∗ =
1


3
EsN (4.53b)


per la deformazione piana. L’incremento di sforzo fuori dal piano è:


∇
σ33 = ˙̂p (4.54)


Diversamente da Hutchinson & Neale [17], Stören & Rice [28] presentano la
seguente legge ipoelastica per rappresentare materiali elastoplastici soggetti a
carichi proporzionali:


∇
S = 2h1D −


1−N
N


S · ∇σ
S · S


S (4.55)


dove S = σ− trσ/3 è lo sforzo deviatorico, N è il parametro di incrudimento e
h1 è il modulo secante alla curva sforzo-deformazione. L’equazione (4.55) può
essere anche scritta come


∇
σ = ˙̂pI + 2h1


[
D − (1−N)


S ·D
S · S


S


]
(4.56)


dove ˙̂p = tr σ̇/3. La (4.56) è un caso particolare della (4.47) e può essere risolta
tramite il sistema (4.24).
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4.3.3 Forma generale delle equazioni costitutive per deforma-
zione piana, incomprimibile, incrementale


È conveniente riscrivere l’equazione costitutiva di Biot (4.24) in funzione
della derivata materiale del tensore di sforzo nominale t. Il tensore di sforzo no-
minale incrementale è definito in modo che ṫ = ṠT. Richiamando la definizione
del primo tensore di Piola-Kirchhoff (S = JσF−T) si ottiene


Ṡ = J̇σF−T + Jσ̇F−T + Jσ
(
F−T)· (4.57)


dove (
F−T)· = −LTF−T (4.58)


Poiché si considerano deformazioni incrementali incomprimibili (e quindi con
J = 1 e J̇ = 0) e si assume la configurazione attuale come configurazione di
riferimento (cioè F = I), la relazione (4.57) diventa


Ṡ = σ̇ − σLT (4.59)


e, introducendo la derivata di Jaumann,


σ̇ =
∇
σ +Wσ − σW (4.60)


Allora,
ṫ =


(∇
σ
)T − σTW −DσT (4.61)


dove
σ = σiei ⊗ ei i = 1, 2, 3 (4.62)


nel relativo sistema di riferimento principale. Sostituendo la (4.24) nella (4.61)
si hanno


ṫ12 = (2µ− σ2)D12 − σ1W12 (4.63a)


ṫ21 = (2µ− σ1)D21 − σ2W21 (4.63b)


ṫ11− ṫ22 = 2µ∗(D11−D22)−D11σ1 +D22σ2 = (4µ∗− σ1− σ2)D11 (4.63c)


ṫi3 = ṫ3i = 0 (4.63d)


ṫ33 =
∇
σ3 = σ̇3 (4.63e)
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Inoltre, dall’equazione (4.59) si ottiene


ṫ11 + ṫ22 = σ̇1 + σ̇2 − σ1D11 − σ2D22 = σ̇1 + σ̇2 + (σ2 − σ1)D11 (4.64)


e così


ṫ11 = (2µ∗ − σ1)D11 +
σ̇1 + σ̇2


2
(4.65a)


ṫ22 = (2µ∗ − σ2)D22 +
σ̇1 + σ̇2


2
(4.65b)


Poiché L = D +W = gradv, le equazioni costitutive (4.24) divengono


ṫij = Kijkl vl,k + ṗδij = K̃ijkl vl,k + π̇δij (4.66a)


vi,i = 0 (4.66b)


dove δij è il delta di Kronecker e


ṗ =
σ̇1 + σ̇2


2
(4.67a)


π̇ =
ṫ11 + ṫ22


2
= ṗ− σ1 − σ2


2
v1,1 (4.67b)


sono gli sforzi idrostatici nel piano relativi rispettivamente agli sforzi di Cau-
chy (Cauchy in-plane hydrostatic stress) ed a quelli nominali (nominal in-plane
hydrostatic stress), vi sono le componenti di velocità e Kijkl rappresenta i moduli
istantanei; in particolare Kijkl possiede la simmetria maggiore, ovvero


Kijkl = Kklij (4.68)


e le componenti non nulle di K sono (Hill & Hutchinson [5])


K1111 = µ∗ −
σ


2
− p K1122 = K2211 = −µ∗


K2222 = µ∗ +
σ


2
− p K1221 = K2112 = µ− p


K1212 = µ+
σ


2
K2121 = µ− σ


2
(4.69)
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dove si definiscono p e σ come


p =
σ1 + σ2


2
(4.70a)


σ = σ1 − σ2 (4.70b)


le quali rappresentano, rispettivamente, la componente principale e deviatorica
del pre-stress. Si noti che le uniche componenti di K̃ijkl differenti da Kijkl sono:


K̃1111 = K̃2222 = µ∗ − p (4.71)


ovvero anche K̃ijkl possiede la simmetria maggiore. Di conseguenza le compo-
nenti della derivata materiale dello sforzo nominale scritte in modo esplicito
sono


ṫ11 =
(


2µ∗ −
σ


2
− p
)
v1,1 + ṗ (4.72a)


ṫ12 = (µ− p)v1,2 +
(
µ+


σ


2


)
v2,1 (4.72b)


ṫ21 = (µ− p)v2,1 +
(
µ− σ


2


)
v1,2 (4.72c)


ṫ22 =
(


2µ∗ +
σ


2
− p
)
v2,2 + ṗ (4.72d)


ṫi3 = ṫ3i = 0 (4.72e)


ṫ33 = σ̇3 (4.72f)


con i = 1, 2.


4.3.4 Lo sforzo incrementale di von Mises


Lo sforzo incrementale di von Mises svm è definito come


svm =


√
3


2


∇
S ·
∇
S (4.73)


dove
∇
S =


∇
σ − 1


3


(
tr
∇
σ
)
I (4.74)


Infatti
σ̇ = ṫ+Lσ (4.75)
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e
∇
σ = ṫ+Dσ + σW (4.76)


in cui le seguenti deformazioni incrementali piane sono nulle


Di3 = D3i = Wi3 = W3i = 0 i = 1, 2, 3 (4.77)


mentre ṫ è dato dalla (4.72). Se si considera la deformazione piana, per la
quale σ3 = 0, le componenti dello sforzo deviatorico incrementale nel sistema
principale di σ sono:


∇
σ11 =


1


3


(
2ṫ11 + 2v1,1σ1 − ṫ22 − v2,2σ2 − ṫ33


)
(4.78a)


∇
σ12 = ṫ12 +


v1,2 + v2,1


2
σ2 +


v1,2 − v2,1


2
σ1 (4.78b)


∇
σ21 = ṫ21 +


v2,1 + v1,2


2
σ1 +


v2,1 − v1,2


2
σ2 (4.78c)


∇
σ22 =


1


3


(
2ṫ22 + 2v2,2σ2 − ṫ11 − v1,1σ1 − ṫ33


)
(4.78d)


∇
σ33 =


1


3


(
2σ̇3 − ṫ22 − ṫ11 + v2,2σ2


)
(4.78e)


∇
σ3i =


∇
σi3 = 0 (4.78f)


per i = 1, 2.


4.4 Unicità della soluzione nei problemi al contor-
no incrementali


Si ipotizzi per assurdo l’esistenza di due soluzioni φ̇1 e φ̇2 del proble-
ma al contorno incrementale del paragrafo 4.2.1. Siano Ṡ1 e Ṡ2 gli sforzi
corrispondenti. Se ∆(·) = (·)1 − (·)2 definisce la differenza tra i campi, si
ha 


div
(
∆Ṡ
)


= 0


∆φ̇ = 0 su ∂Bx0(
∆Ṡ
)
n0 = 0 su ∂Bs0


(4.79)
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in cui le forze di volume sono considerate indipendenti da φ̇. Applicando il
teorema della divergenza (2.77), si ottiene∫


∂B0


(
∆Ṡ
)T
n0 ·∆φ̇ dS0 =


∫
B0


div
(
∆Ṡ∆φ̇


)
dV0 = 0 (4.80)


e, se si utilizza la (2.76e), si ha∫
B0


(
∆Ṡ
)
·Grad


(
∆φ̇
)


dV0 +


∫
B0


∆φ̇ · div
(
∆Ṡ
)


dV0 = 0 (4.81)


da cui, essendo il secondo integrale uguale a zero, una condizione sufficiente
che accerta l’unicità del problema incrementale è∫


B0


(
∆Ṡ
)
·
(
∆Ḟ


)
dV0 > 0 (4.82)


per tutte le coppie di campi di spostamento incrementale compatibili con la
quinta delle (4.8).


Si consideri ora un percorso di deformazione gestito da un parametro di
carico, che parte da una configurazione dove la condizione di unicità (4.82) è
verificata, e si assuma ∫


B0


(
∆Ṡ
)
·
(
∆Ḟ


)
dV0 = 0 (4.83)


per alcuni φ̇ 6= 0. Questo significa che è stata incontrata una biforcazione o un
punto di carico limite. φ̇ è denominato modo proprio, mentre la configurazione
critica è un autostato primario e rappresenta un punto di biforcazione sul percorso
di deformazione.
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Capitolo 5
FUNZIONI DI GREEN


BIDIMENSIONALI


Si ricava il set delle funzioni di Green per i campi di spostamento e pres-
sione incrementali per il problema di una forza concentrata che agisce in un
punto appartenente a un mezzo infinito, elastico non lineare incrementale,
in presenza di prestress in un contesto di deformazione piana e utilizzando
il modello costitutivo di Biot. In un primo momento la configurazione di
carico è considerata statica, successivamente si risolve il problema dinamico.


I
L CALCOLO delle funzioni di Green e le relative rappresentazioni inte-
grali di stati elastici sono problemi classici nella teoria dell’elasticità
lineare. Si estende questa teoria al caso di elasticità non lineare incom-
primibile ed in tale contesto si considera un corpo infinito soggetto a


deformazioni piane e omogenee [1]. Si assume che il materiale segua il mo-
dello costitutivo di Biot [2] attraverso due moduli di taglio incrementali che
sono funzioni degli stretch nel piano. In un generico momento del percorso di
deformazione, quando il materiale è ancora nel regime ellittico, si applica una
forza concentrata in un punto arbitrario del corpo ma rimanendo sempre in
condizioni di deformazione piana. Si analizza in dettaglio l’equazione caratteri-
stica associata alle equazioni di equilibrio per determinare la classificazione di
regime.


Il problema è risolto in termini di campi di spostamento e pressione incre-
mentali e si calcola il campo di sforzo nominale incrementale; quindi si ottiene
il set delle funzioni di Green per un materiale elastico non lineare incomprimi-
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bile e di estensione infinita. Le soluzioni singolari sono trattate con il metodo
dell’espansione in onde piane della formulazione della stream function di Hill
& Hutchinson [5] e sono ottenute in forma chiusa. Queste soluzioni possono
essere usate per analizzare l’effetto di una perturbazione sovrapposta a uno
strain omogeneo dato in un mezzo elastico; in particolare si può quantificare il
decadimento incrementale di carichi autoequilibrati in un solido elastico sog-
getto a stretch omogeneo. Si possono costruire molteplici condizioni di carico
autoequilibrato mediante sovrapposizione della soluzione per la forza concen-
trata; la configurazione più semplice è quella del dipolo di forze. Si evidenzia il
fatto che in prossimità del confine di regime ellittico la soluzione incrementale
tende ad organizzarsi lungo bande di taglio ben definite.


La funzione di Green per il corpo infinito è utilizzata per ottenere la formula-
zione integrale sul contorno per i campi di spostamento e pressione incrementali,
la quale costituisce un approccio rigoroso alla tecnica degli elementi al contorno
in elasticità finita [29, 30]. Inoltre si considera anche la possibilità che la forza
concentrata sia dinamica; in particolare si estendono le soluzioni sopra men-
zionate al caso di forze incrementali dinamiche di tipo time-harmonic [9, 10].
Il set delle funzioni di Green’s è generalizzato a queste nuove condizioni e le
soluzioni sono disaccoppiate nei termini quasi statici e dinamici.


5.1 Equazioni costitutive


Si considera un corpo iperelastico, inizialmente isotropo e incomprimibile
soggetto a deformazione piana e omogenea [1]. L’equazione costitutiva più
generale è stata data da Biot [2] e può essere espressa nel sistema di riferimento
principale dello stress di Cauchy. Utilizzando la formulazione lagrangiana delle
equazioni di campo nel sistema di riferimento attuale, la relazione tra la derivata
materiale rispetto al tempo dello stress nominale tij e il gradiente di velocità
vi,j si può scrivere come:


ṫij = Kijkl vl,k + ṗδij (5.1)


dove ṗ è l’ in-plane stress-rate idrostatico (o in-plane mean stress), δij è il delta di
Kronecker e Kijkl sono i moduli istantanei. Come già visto nel paragrafo 4.3.3,
si osserva che K ha la maggiore simmetria ed è funzione delle componenti
principali σ1 e σ2 dello stress di Cauchy e dei moduli di taglio incrementali µ
e µ∗, dove µ è il modulo di taglio corrispondente al taglio parallelo agli assi
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principali di stress mentre µ∗ è il modulo di taglio corrispondente al taglio
inclinato di π/4 rispetto agli assi principali di stress. Le componenti non nulle
di K sono date dalle (4.69) mentre la condizione di incomprimibilità è data da:


vi,i = 0 (5.2)


ovvero il campo di velocità vi è solenoidale. Le equazioni (5.1) e (5.2) sono del
tutto generali e includono i materiali di Mooney-Rivlin, quelli di Ogden e i
materiali elasto-plastici che seguono la teoria di deformazione J2. In particolare,
per il materiale di Mooney-Rivlin si hanno:


σ = µ0


(
λ2 − λ−2


)
(5.3a)


µ∗ = µ =
µ0


2


(
λ2 + λ−2


)
(5.3b)


dove µ0 è il ground-state shear modulus e λ è il maximum current stretch con il
vincolo λ > 1. Queste due equazioni possono essere riscritte in una forma più
generale che include il materiale di Ogden:


σ =


N∑
i=1


µi
(
λβi − λ−βi


)
(5.4a)


µ∗ =
1


4


N∑
i=1


µiβi
(
λβi + λ−βi


)
(5.4b)


µ =
1


2


λ4 + 1


λ4 − 1


N∑
i=1


µi
(
λβi − λ−βi


)
(5.4c)


dove µi e βi sono parametri del materiale.


Le equazioni (5.1) e (5.2) valgono in generale per i materiali anisotropi,
quindi includono anche i casi di materiale inizialmente ortotropo rispetto alle
direzioni principali x1 e x2 e di materiali iperelastici (i quali ammettono un
potenziale elastico).


L’equazione (5.1) è scritta nel sistema di riferimento principale dello stress di
Cauchy utilizzando la formulazione lagrangiana (current state) e si può riscrivere
nella versione normale (Bigoni et al. [10, 29]):


ṫij = K̃ijkl vl,k + π̇δij (5.5)
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dove π è il nominal in-plane hydrostatic stress definito dalla (4.67b), che può essere
riscritta come


π̇ = ṗ− σ


2
v1,1 (5.6)


5.2 Forze agenti sul sistema


Si possono considerare due tipi di sistemi di forze, quello dinamico e quello
statico; in entrambi i casi si considerano sempre forze incrementali.


Nel caso di sistema di forze dinamico si considerano le forze di volume
dinamiche incrementali ḟi, nelle equazioni di equilibrio si fa riferimento alla
densità di massa ρ e si tiene conto delle variazioni nel tempo. Per le funzioni
“time harmonic” di tempo e spazio sussistono le seguenti relazioni:


f(x, t) = f̂(x)e− i Ωt (5.7a)


vj(x, t) = v̂j(x)e− i Ωt (5.7b)


dove Ω è la frequenza circolare. Nell’ipotesi di moto “time harmonic” ogni campo
può essere espresso nella forma data dalle (5.7a) e (5.7b).


Nel caso di sistema di forze statico si considera una forza incrementale
che agisce nel punto x = 0 e di componenti ḟ1 e ḟ2 lungo gli assi principali
di stress; il sistema di forze è costituito da una linea di carico che si estende
ortogonalmente al piano di deformazione. Si esprime la forza incrementale
concentrata come


ḟ = ḟjδ(x) (5.8)


dove δ(x) è la funzione delta di Dirac in due dimensioni e x descrive il generico
punto materiale.


5.3 Equazioni incrementali di equilibrio


Si fa riferimento al caso di elasticità incompressibile, anisotropa e soggetta a
prestress, per la quale le equazioni di equilibrio più generali sono:


ṫij,i + ḟjδ(x) = ρvj,tt (5.9)
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Per le funzioni “time harmonic” si hanno:


vj,t =
∂


∂t


[
v̂j(x)e− i Ωt


]
= − i Ωv̂j(x)e− i Ωt (5.10a)


vj,tt =
∂


∂t


[
− i Ωv̂j(x)e− i Ωt


]
= i2 Ω2 v̂j(x)e− i Ωt︸ ︷︷ ︸


=vj(x,t)


= −Ω2vj (5.10b)


e dunque le equazioni di equilibrio divengono:


ṫij,i + ḟj = −ρΩ2vj (5.11)


Si procede ora con il calcolo dello stress nominale; si rendono esplicite
le espressioni di tij utilizzando la (5.1) e sostituendovi i valori di K definiti
dalle (4.69). Si ottengono quindi:


vl,k =


[
v1,1 v1,2


v2,1 v2,2


]
(5.12)


e


K =



K1111 K1112 K1211 K1212


K1121 K1122 K1221 K1222


K2111 K2112 K2211 K2212


K2121 K2122 K2221 K2222


 (5.13)


ovvero, sostituendo i valori delle componenti,


K =



µ∗ −


σ


2
− p 0 0 µ+


σ


2
0 −µ∗ µ− p 0


0 µ− p −µ∗ 0


µ− σ


2
0 0 µ∗ +


σ


2
− p


 (5.14)


Sviluppando i calcoli si perviene alle seguenti quattro equazioni:


ṫ11 = K1111v1,1 +K1112v2,1 +K1121v1,2 +K1122v2,2 + ṗ (5.15a)


ṫ12 = K1211v1,1 +K1212v2,1 +K1221v1,2 +K1222v2,2 (5.15b)


ṫ21 = K2111v1,1 +K2112v2,1 +K2121v1,2 +K2122v2,2 (5.15c)


ṫ22 = K2211v1,1 +K2212v2,1 +K2221v1,2 +K2222v2,2 + ṗ (5.15d)
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da cui:


ṫ11 =
(
µ∗ −


σ


2
− p
)
v1,1 − µ∗v2,2 + ṗ (5.16a)


ṫ12 =
(
µ+


σ


2


)
v2,1 + (µ− p) v1,2 (5.16b)


ṫ21 = (µ− p) v2,1 +
(
µ+


σ


2


)
v1,2 (5.16c)


ṫ22 = −µ∗v1,1 +
(
µ∗ +


σ


2
− p
)
v2,2 + ṗ (5.16d)


Ma dalla condizione di incomprimibilità (5.2), ovvero vi,i = 0, si hanno:


v2,2 = −v1,1 (5.17a)


v1,1 = −v2,2 (5.17b)


che, se sostituite nelle precedenti relazioni, forniscono:


ṫ11 =
(
µ∗ −


σ


2
− p
)
v1,1 + µ∗v2,2 + ṗ =


(
2µ∗ − p−


σ


2


)
v1,1 + ṗ (5.18a)


ṫ22 = µ∗v1,1 +
(
µ∗ +


σ


2
− p
)
v2,2 + ṗ =


(
2µ∗ − p+


σ


2


)
v2,2 + ṗ (5.18b)


È possibile introdurre dei parametri adimensionali di anisotropia del mate-
riale (ξ) e di prestress (η e κ) così definiti 1 :


ξ =
µ∗
µ


(5.19a)


η =
p


µ
=
σ1 + σ2


2µ
(5.19b)


κ =
σ


2µ
=
σ1 − σ2


2µ
(5.19c)


1 Il parametro di prestress η viene talvolta indicato con la lettera χ (si veda ad esempio Bigoni &
Capuani [1]).
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per mezzo dei quali le (5.16) e (5.18) possono scriversi nel seguente modo:


ṫ11 = µ (2ξ − κ− η) v1,1 + ṗ (5.20a)


ṫ12 = µ [(1 + κ) v2,1 + (1− η) v1,2] (5.20b)


ṫ21 = µ [(1− η) v2,1 + (1− κ) v1,2] (5.20c)


ṫ22 = µ (2ξ + κ− η) v2,2 + ṗ (5.20d)


Le equazioni di equilibrio richiedono il calcolo di ṫij,i che in base a quanto
appena visto fornisce:


ṫij,i =


[
ṫ11,1 + ṫ21,2


ṫ12,1 + ṫ22,2


]
(5.21)


e dunque


ṫi1,i = (2µ∗− p)v1,11 −
σ


2
v1,11 + (µ− p)v2,12 +


(
µ− σ


2


)
v1,22 + ṗ,1 (5.22a)


ṫi2,i = (2µ∗− p)v2,22 +
σ


2
v2,22 + (µ− p)v1,12 +


(
µ+


σ


2


)
v2,11 + ṗ,2 (5.22b)


ma data la condizione di incomprimibilità (v2,2 = −v1,1) e tenendo conto
della (5.6) valgono le seguenti relazioni:


ṗ,1 −
σ


2
v1,11 =


(
ṗ− σ1 − σ2


2
v1,1


)
,1


= π̇,1 (5.23a)


ṗ,2 +
σ


2
v2,22 =


(
ṗ− σ1 − σ2


2
v1,1


)
,2


= π̇,2 (5.23b)


Le equazioni di equilibrio generali divengono:


(2µ∗ − p)v1,11 + (µ− p)v2,12 +
(
µ− σ


2


)
v1,22 + ḟ1δ(x) = −π̇,1+


−ρΩ2v1 (5.24a)


(2µ∗ − p)v2,22 + (µ− p)v1,12 +
(
µ+


σ


2


)
v2,11 + ḟ2δ(x) = −π̇,1+


−ρΩ2v2 (5.24b)


che ora, in base all’assunzione di time-harmonic, sono funzioni della sola variabile
spaziale. Dalle precedenti relazioni si possono ricavare due ulteriori equazioni.
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Se si differenziano la (5.24a) per x2 e la (5.24b) per x1:


(2µ∗ − p)v1,112 + (µ− p)v2,212 +
(
µ− σ


2


)
v1,222 + ḟ1δ,2(x)+


+π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.25a)


(2µ∗ − p)v2,212 + (µ− p)v1,112 +
(
µ+


σ


2


)
v2,111 + ḟ2δ,1(x)+


+π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.25b)


ma
v2,212 = (v2,2),12 = (−v1,1),12 = −v1,112 (5.26)


quindi


(2µ∗ − p)v1,112 − (µ− p)v1,112 +
(
µ− σ


2


)
v1,222 + ḟ1δ,2(x)+


+π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.27a)


−(2µ∗ − p)v1,112 + (µ− p)v1,112 +
(
µ+


σ


2


)
v2,111 + ḟ2δ,1(x)+


+π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.27b)


e semplificando:


(2µ∗ − µ)v1,112 +
(
µ− σ


2


)
v1,222 + ḟ1δ,2(x) + π̇,12 + ρΩ2v1,2 = 0 (5.28a)


−(2µ∗ − µ)v1,112 +
(
µ+


σ


2


)
v2,111 + ḟ2δ,1(x) + π̇,12 + ρΩ2v2,1 = 0 (5.28b)


Sottraendo la (5.28b) alla (5.28a) si ottiene:


−
(
µ+


σ


2


)
v2,111 + 2(2µ∗ − µ)v1,112 +


(
µ− σ


2


)
v1,222+


+ ḟ1δ,2(x)− ḟ2δ,1(x) = ρΩ2 (v2,1 − v1,2) (5.29)
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Se ora si differenziano la (5.24a) per x1 e la (5.24b) per x2:


(2µ∗ − p)v1,111 + (µ− p)v2,211 +
(
µ− σ


2


)
v1,122 + ḟ1δ,1(x)+


+π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.30a)


(2µ∗ − p)v2,222 + (µ− p)v1,122 +
(
µ+


σ


2


)
v2,211 + ḟ2δ,2(x)+


+π̇,22 + ρΩ2v2,2 = 0 (5.30b)


ma


v2,211 = (v2,2),11 = (−v1,1),11 = −v1,111 (5.31a)


v1,122 = (v1,1),22 = (−v2,2),22 = −v2,222 (5.31b)


quindi


(2µ∗ − p)v1,111 − (µ− p)v1,111 −
(
µ− σ


2


)
v2,222 + ḟ1δ,1(x)+


+π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.32a)


(2µ∗ − p)v2,222 − (µ− p)v2,222 −
(
µ+


σ


2


)
v1,111 + ḟ2δ,2(x)+


+π̇,22 − ρΩ2v2,2 = 0 (5.32b)


e semplificando:


(2µ∗ − µ)v1,111 −
(
µ− σ


2


)
v2,222 + ḟ1δ,1(x) + π̇,11 + ρΩ2v1,1 = 0 (5.33a)


(2µ∗ − µ)v2,222 −
(
µ+


σ


2


)
v1,111 + ḟ2δ,2(x) + π̇,22 − ρΩ2v2,2 = 0 (5.33b)


Sommando la (5.33a) alla (5.33b) si ottiene:(
2µ∗ − 2µ− σ


2


)
v1,111 +


(
2µ∗ − 2µ+


σ


2


)
v2,222 + ḟ1δ,1(x) + ḟ2δ,2(x)+


+ π̇,11 + π̇,22 = 0 (5.34)
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ed esplicando lo stress incrementale nominale idrostatico nel piano:


π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (v1,111 + v2,222) +
σ


2
(v1,111 − v2,222) +


− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) (5.35)


Si introduce la “stream function” ψ(x1, x2) che definisce un campo di velocità
solenoidale, ma comunque arbitrario, tale che:


v1 = ψ,2 (5.36a)


v2 = −ψ,1 (5.36b)


e si riscrivono le (5.29) e (5.35) ottenendo il seguente sistema di equazioni di
equilibrio:


(
µ+


σ


2


)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +


(
µ− σ


2


)
ψ,2222 = ḟ2δ,1(x)+


−ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22)


π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (ψ,2111 − ψ,1222) +
σ


2
(ψ,2111 + ψ,1222)+


−ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x)


(5.37)


Si nota che se σ = 0 e µ∗ = µ allora la prima equazione della (5.37) diviene:


µψ,1111 + 2µψ,1122 + µψ,2222 = ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) (5.38)


che è formalmente identica all’equazione di Navier-Stokes per il flusso viscoso,
piano e incomprimibile.


5.4 Classificazione regime standard


La prima equazione della (5.37) fornisce la classificazione del regime, la quale
avviene sulla base dell’equazione caratteristica ad essa associata [9]. L’equazione
omogenea associata alla (5.37) è:(


µ+
σ


2


)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +


(
µ− σ


2


)
ψ,2222 = 0 (5.39)
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e la si divide per µψ,2222


µψ,2222


[(
1 +


σ


2µ


)
ψ,1111


ψ,2222
+ 2


(
2µ∗
µ
− 1


)
ψ,1122


ψ,2222
+


(
1− σ


2µ


)]
= 0 (5.40)


Si introduce il parametro di prestress2


σ


2µ
= κ (5.41)


e si assume κ ≥ 0, senza perdere però la generalità in quanto basta scegliere gli
assi 1 e 2 in maniera opportuna.


Assumendo che la soluzione abbia la seguente struttura:


ψ(x1, x2) = Aeω·x (5.42)


dove A ∈ R, ω ∈ C2 e x ∈ R2, si possono calcolare le derivate di tale soluzione:


ψ,1 = ω1Ae
ω·x (5.43a)


ψ,2 = ω2Ae
ω·x (5.43b)


e quindi le derivate quarte si esprimono come:


ψ,1111 = ω4
1Ae


ω·x (5.44a)


ψ,2222 = ω4
2Ae


ω·x (5.44b)


ψ,1122 = ω2
1ω


2
2Ae


ω·x (5.44c)


che se sostituite nella (5.40) forniscono:


µω4
2


[
(1 + κ)


ω4
1


ω4
2


+ 2


(
2µ∗
µ
− 1


)
ω2


1


ω2
2


+ (1− κ)


]
= 0 (5.45)


che è la formulazione più comoda dell’equazione caratteristica associata al-


2 Si veda la (5.19c). Esiste inoltre anche la seguente relazione:


κ =
λ2


1 − λ2
2


λ2
1 + λ2


2


dove λ1,λ2 sono gli in-plane prestretches; tuttavia tale espressione è valida solamente se esiste un
potenziale elastico.
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Figura 5.1: Classificazione dei regimi nel piano dei parametri κ = (T1 − T2)/(2µ) e ξ = µ∗/µ.


la (5.37) da utilizzare per la determinazione del regime. Si considera la (5.45)
come un’equazione quadratica nell’incognita ω2


1/ω
2
2 e la si risolve:


(
ω2


1


ω2
2


)
1/2


=
1− 2µ∗


µ


1 + κ
± 1


1 + κ


√(
2µ∗
µ
− 1


)2


− (1 + κ)(1− κ) (5.46)


ma la radice del discriminante è


√
∆ =


√
4
µ2
∗
µ2
− 4


µ∗
µ


+ 1− (1− κ2) =


√
κ2 − 4


µ∗
µ


+ 4
µ2
∗
µ2


(5.47)


ovvero le soluzioni al quadrato si esprimono come


(
ω2


1


ω2
2


)
1/2


=
1− 2µ∗


µ


1 + κ
± 1


1 + κ


√
κ2 − 4


µ∗
µ


+ 4
µ2
∗
µ2


(5.48)


e da queste equazioni si possono ricavare i rapporti ω1/ω2 calcolando le radici
±
√
ω2


1/ω
2
2 . Per comodità si pongono le soluzioni appena ricavate nelle seguenti
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forme:


γ1 =
1− 2µ∗


µ


1 + κ
−
√


∆


1 + κ
(5.49a)


γ2 =
1− 2µ∗


µ


1 + κ
+


√
∆


1 + κ
(5.49b)


così da poter riscrivere la (5.45) come un prodotto grazie al teorema fondamen-
tale dell’algebra:


µω4
2(1 + κ)


(
ω2


1


ω2
2


− γ1


)(
ω2


1


ω2
2


− γ2


)
= 0 (5.50)


Inoltre, a partire dalla precedente relazione, si definisce l’operatore L(ω) nel
seguente modo:


L(ω) = µω4
2(1 + κ)


(
ω2


1


ω2
2


− γ1


)(
ω2


1


ω2
2


− γ2


)
(5.51)


che verrà utilizzato in seguito per rappresentare in maniera semplice e compatta
il primo membro dell’equazione caratteristica (5.45).


Dal metodo di risoluzione appena descritto si deduce che le possibili solu-
zioni della (5.45) sono:


• 4 soluzioni reali nel regime iperbolico (H), ovvero γ1, γ2 ∈ R+ e ∆ > 0;


• 2 soluzioni reali nel regime parabolico (P), ovvero γ1 = γ2 ∈ R+ e ∆ = 0;


• nessuma soluzione reale nel regime ellittico (E), ovvero quando κ < 1.


Il regime ellittico (E) può essere suddiviso ulteriormente in:


• regime ellittico complesso (EC) nel quale si hanno 2 coppie coniugate
coniugate di soluzioni complesse ωi; inoltre dalla (5.50) si deduce che
γ1, γ2 sono coppie coniugate e ∆ < 0;


• regime ellittico immaginario (EI) nel quale si hanno 4 soluzioni ωi pura-
mente immaginarie e coniugate; inoltre dalla (5.50) si deduce che γ1, γ2 ∈
R− sono coppie coniugate e ∆ > 0.


Ci sono due modi per uscire dal regime ellittico (E):
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1. attraversare il confine (EI)/(P), cioè passare da ∆ > 0 a ∆ = 0 e da κ < 1


a κ > 1; quindi se κ = 1 si ha:


√
∆ =


√
1− 4


µ∗
µ


+ 4
µ2
∗
µ2


=


√(
1− 2µ∗


µ


)2


= 1− 2µ∗
µ


(5.52)


e dunque


γ1 = (1 + κ)−1


[
1− 2µ∗


µ
−
(


1− 2µ∗
µ


)]
= 0 (5.53a)


γ2 =
2


1 + κ


2µ∗
µ


(5.53b)


quindi se si raggiunge il confine (EI)/(P) partendo da (E) allora ∆ > 0 e
µ < 2µ∗, ovvero:


2µ∗
µ


> 1 (5.54)


2. attraversare il confine (EC)/(H), cioè passare da ∆ < 0 a ∆ > 0 e quindi
∆ = 0; ovviamente si ha:


γ1 = γ2 =
1


1 + κ


2µ∗
µ


(5.55)


se si raggiunge il confine (EC)/(H) partendo da (E) allora ∆ < 0 e µ > 2µ∗,
ovvero:


2µ∗
µ


< 1 (5.56)


Si possono fare ora alcune osservazioni sulla classificazione appena fatta; ad
esempio per il materiale di Mooney-Rivlin si ha µ = µ∗, quindi


γ1/2 = − 1


1 + κ
± 1


1 + κ


√
κ2 − 4 + 4 =


−1± κ
1 + κ


(5.57)


da cui


γ1 = −1 (5.58a)


γ2 =
κ− 1


1 + κ
(5.58b)
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I materiali elastici incomprimibili soggetti a deformazioni piane (plane strain)
che allo stato iniziale sono isotropi non possono entrare nel regime parabolico
(P) quindi il confine (EI)/(P) può essere raggiunto solo al limite di stretch infiniti.
In questa trattazione si assume di restare sempre all’interno del regime ellittico.


5.5 Calcolo del campo di velocità per il problema
statico


Ci si occupa ora della risoluzione della parte statica del problema, e dunque
l’equazione di equilibrio che si considera è:(


µ+
σ


2


)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +


(
µ− σ


2


)
ψ,2222 =


= ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x) (5.59)


che è ottenuta dalla prima delle (5.37) omettendo il termine dinamico


− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) = −ρΩ2∇2ψ (5.60)


al secondo membro. Essendo il problema lineare, la soluzione per una forza
concentrata può essere ottenuta dalla sovrapposizione delle soluzioni per due
forze, una agente sull’asse x1 e una agente sull’asse x2. Si considera qui la forza
ḟ con componenti unitarie tale che ḟi = δig .


Introducendo l’operatore differenziale lineare L a coefficienti costanti:


L[ ] =
(
µ+


σ


2


) ∂4[ ]


∂x4
1


+ 2(2µ∗ − µ)
∂4[ ]


∂x2
1∂x


2
2


+
(
µ− σ


2


) ∂4[ ]


∂x4
2


(5.61)


oppure, tenendo conto del parametro di prestress κ:


L[ ] = µ(1 + κ)
∂4[ ]


∂x4
1


+ 2µ


(
2µ∗
µ
− 1


)
∂4[ ]


∂x2
1∂x


2
2


+ µ(1− κ)
∂4[ ]


∂x4
2


(5.62)


si può scrivere la (5.59) come:


Lψg +


(
δ1g


∂[ ]


∂x2
− δ2g


∂[ ]


∂x1


)
δ(x) = 0 (5.63)
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La funzione di Green è la soluzione generale dell’equazione di equilibrio per
la forza concentrata. Per la generica funzione h(x) l’espansione in onde piane
fornisce:


h(x) = − 1


4π2


∮
|ω|=1


h̃(ω · x) dω (5.64)


Nel dominio trasformato si ha:


h̃(ω · x) =
1


(ω · x)2
(5.65)


che è una derivata rispetto a (ω · x), e dunque


δ(x) = − 1


4π2


∮
|ω|=1


δ̃(ω · x) dω = − 1


4π2


∮
|ω|=1


dω


(ω · x)2
(5.66)


e di quest’ultima relazione si devono calcolare δ,1 e δ,2:


δ̃,1 =
∂


∂x1
δ̃(ω · x) =


∂


∂x1


[
1


(ω · x)2


]
=
−2(ω · x)


(ω · x)4
ω1 =


−2ω1


(ω · x)3
(5.67a)


δ̃,2 =
∂


∂x2
δ̃(ω · x) =


∂


∂x2


[
1


(ω · x)2


]
=
−2(ω · x)


(ω · x)4
ω2 =


−2ω2


(ω · x)3
(5.67b)


Utilizzando l’espansione in onde piane la (5.59) diviene:


Lψ̃g(ω · x) =
2(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)3
(5.68)


dove:
ψg(x) = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ψ̃g(ω · x) dω (5.69)


Tenendo conto della legge di concatenazione della differenziazione:[
ψ̃g(ω · x)


]
,k


= ψ̃g,(ω·x)(ω · x),k = ψ̃g,(ω·x)ω,k = ω,k
(
ψ̃g
)′


(5.70)


avendo posto ψ̃g,(ω·x) =
(
ψ̃g
)′


. A questo punto la (5.59) può essere riscritta
come:


L(ω)
(
ψ̃g
)′′′′


=
2(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)3
(5.71)
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dove l’operatore L(ω) è dato dalla (5.51), e nel caso in cui si rimanga all’interno
del regime ellittico si ha:


L(ω) = µω4
2(1 + κ)


(
ω2


1


ω2
2


− γ1


)(
ω2


1


ω2
2


− γ2


)
> 0 in (E) (5.72)


La (5.71) si può integrare direttamente in modo da calcolare ψ̃g :


(
ψ̃g
)′′′′


=
2(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)


1


(ω · x)3
(5.73)


ma tenendo conto che:∫
1


(ω · x)3
d(ω · x) = −1


2


1


(ω · x)2
(5.74a)


− 1


2


∫
1


(ω · x)2
d(ω · x) =


1


2


1


(ω · x)
(5.74b)


1


2


∫
1


(ω · x)
d(ω · x) =


1


2
ln|ω · x| − 1


2
ln|ω · x0| =


1


2
ln|ω · x̂| (5.74c)


1


2


∫
ln|ω · x̂|d(ω · x) =


1


2
(ω · x)


[
ln|ω · x̂| − 1


]
(5.74d)


ed avendo omesso le costanti di integrazione e introducendo x̂ come x adimen-
sionalizzato, ovvero:


x̂ =
x


|x0|
(5.75)


la soluzione della (5.71) è data da:


ψ̃g =
(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
(ω · x)


[
ln|ω · x̂| − 1


]
(5.76)


L’antitrasformata della (5.76) fornisce la stream function ψg di Green:


ψg = − 1


4π2


∮
|ω|=1


(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
(ω · x)


[
ln|ω · x̂| − 1


]
dω (5.77)


Si esplicitano ora i termini della (5.77) tenendo conto del sistema di riferimento
illustrato nella figura 5.2. I vettori ω, x e x̂ hanno rispettivamente le seguenti
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Figura 5.2: Sistema di riferimento, vettori ω, x e angoli θ e α.


componenti:


ω = { cos(α+ θ) , sin(α+ θ) } (5.78a)


x = { r cos θ , r sin θ } (5.78b)


x̂ = { cos θ , sin θ } (5.78c)


Ora i termini che compongono la (5.77) possono essere espressi come:


ω · x = cos(α+ θ)r cos θ + sin(α+ θ)r sin θ =


= (cosα cos θ − sinα sin θ)r cos θ + (sinα cos θ − cosα sin θ)r sin θ =


= r cosα cos2 θ + r cosα sin2 θ = r cosα (5.79)


e in maniera analoga:
ω · x̂ = cosα (5.80)


e anche


L(ω) = µω4
2(1 + κ)


(
ω2


1


ω2
2


− γ1


)(
ω2


1


ω2
2


− γ2


)
=


= µ(1 + κ) sin4(α+ θ)
[
cot2(α+ θ)− γ1


] [
cot2(α+ θ)− γ2


]
=


= µ(1 + κ)Λ(α+ θ) (5.81)


dove:


Λ(α+ θ) = sin4(α+ θ)
[
cot2(α+ θ)− γ1


] [
cot2(α+ θ)− γ2


]
(5.82)
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Inoltre:


δ1gω2 − δ2gω1 = δ1g sin(α+ θ)− δ2g cos(α+ θ) =


= sin
[
α+ θ + (1− g)


π


2


]
(5.83)


essendo:
sin
(
γ − π


2


)
= cos γ (5.84)


Se si assume che: ∮
|ω|=1


dω =


∫ 2π


0


dα (5.85)


la (5.77) può essere riscritta come:


ψg = − 1


4π2


∫ 2π


0


sin
[
α+ θ + (1− g)π2


]
r cosα


[
ln|cosα| − 1


]
µ(1 + κ)Λ(α+ θ)


dα (5.86)


ovvero


ψg = − r


4π2µ(1 + κ)


×
∫ 2π


0


cosα sin
[
α+ θ + (1− g)π2


] [
ln|cosα| − 1


]
Λ(α+ θ)


dα (5.87)


Il tensore di Green per il corpo infinito rappresenta il campo di velocità
associato alla stream function (5.77), ed avendo posto:


v1 = ψ,2 (5.88a)


v2 = −ψ,1 (5.88b)


si hanno dunque:


vg1 = ψg,2 (5.89a)


vg2 = −ψg,1 (5.89b)


e inserendo queste due espressioni nella (5.77) si osserva che v2
1 = v1


2 , ma questa
non è che una conseguenza della maggiore simmetria di Kijkl.
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Si illustra nel dettaglio il calcolo delle velocità:


vg1 = ψg,2 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


[
(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
(ω · x)


[
ln|ω · x̂| − 1


]]
,2


dω (5.90)


ovvero


vg1 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)


[
(ω · x),2


[
ln|ω · x̂| − 1


]
+


+ (ω · x)
[
ln|ω · x̂| − 1


]
,2


]
dω (5.91)


ma è evidente che:


(ω · x),2 = ω2 (5.92a)[
ln|ω · x̂| − 1


]
,2


=
1


(ω · x)
ω2 (5.92b)


e dunque sostituendo tali termini si ottiene:


vg1 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)


[
ω2 ln|ω · x̂| − ω2+


+ (ω · x)
ω2


(ω · x)


]
dω (5.93)


e, semplificando, l’espressione per la prima componente della velocità è data
da:


vg1 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ω2(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.94)


Allo stesso modo, essendo


(ω · x),1 = ω1 (5.95a)[
ln|ω · x̂| − 1


]
,1


=
1


(ω · x)
ω1 (5.95b)
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si ottiene l’espressione della seconda componente della velocità:


vg2 =
1


4π2


∮
|ω|=1


ω1(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.96)


Le (5.94) e (5.96) possono essere riscritte in un’unica forma più compatta nel
seguente modo:


vgi = − 1


4π2


∮
|ω|=1


(δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
ln|ω · x̂|dω (5.97)


e se si pone


ṽgi (ω · x) = (δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
ln|ω · x̂| (5.98)


si ottiene:
vgi = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ṽgi (ω · x) dω (5.99)


Sostituendo le espressioni ricavate precedentemente per (δ1gω2 − δ2gω1) e per
L(ω) si perviene alla seguente espressione della velocità:


vgm = − r


4π2


∫ 2π


0


sin
[
α+ θ + (1−m)


π


2


]
sin
[
α+ θ + (1− g)


π


2


]
× ln|cosα|
µ(1 + κ)Λ(α+ θ)


dα (5.100)


e tenendo conto che


sin
[
α+ θ + (1− g)


π


2


]
= cos


[
α+ θ + (2− g)


π


2


]
(5.101)


si ottiene l’espressione generale per la velocità:


vgm = − 1


4π2µ(1 + κ)


∫ 2π


0


(δ1iω2 − δ2iω1)(δ1gω2 − δ2gω1)


Λ(α+ θ)
ln|cosα|dα (5.102)


Nel caso limite della teoria infinitesima (κ = 0) ed elasticità isotropa (µ = µ∗,
γ1 = γ2 = −1) le (5.102) forniscono le ben conosciute funzioni di Green per il
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flusso di Stokes (si veda Ladyzhenskaya [31, Sezione 3.4]):


v1
1 =


1


8πµ(1− ν)


[
(4ν − 3) ln r + cos2 θ


]
(5.103a)


v2
2 =


1


8πµ(1− ν)


[
(4ν − 3) ln r + sin2 θ


]
(5.103b)


v2
1 = v1


2 =
1


8πµ(1− ν)
sin θ cos θ (5.103c)


per il materiale comprimibile mentre per quello incomprimibile si ha:


vmm = − 1


4πµ
ln r̂ +


3− 2m


8πµ
cos(2θ) (5.104a)


v2
1 = v1


2 = − 1


4πµ
sin θ cos θ = − 1


8πµ
sin(2θ) (5.104b)


dove ν è il rapporto di Poisson e µ è il modulo di taglio.


5.6 Calcolo del campo di velocità per il problema
dinamico


Ci si occupa ora della risoluzione della parte dinamica del problema; l’equa-
zione di equilibrio che si considera è la prima delle (5.37), ovvero:(


µ+
σ


2


)
ψ,1111 + 2(2µ∗ − µ)ψ,1122 +


(
µ− σ


2


)
ψ,2222 =


= ḟ2δ,1(x)− ḟ1δ,2(x)− ρΩ2 (ψ,11 − ψ,22) (5.105)


Si ripetono gli stessi passaggi svolti nel paragrafo precedente, ovvero si riscrive
la (5.105) mediante l’introduzione dell’operatore L e dell’espansione in onde
piane e si perviene alla seguente espressione:


L(ω)
(
ψ̃g
)′′′′


+ ρΩ2
(
ψ̃g
)′′


=
2(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)3
(5.106)
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Se si divide per L(ω) si ottiene l’equazione che governa il problema dinamico
nella forma canonica:(


ψ̃g
)′′′′


+
ρΩ2


L(ω)


(
ψ̃g
)′′


=
2(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)(ω · x)3
(5.107)


e si nota che la velocità di un’onda piana trasversale che si propaga nella
direzione definita dal vettore unitario ω è:√


L(ω)


ρ
(5.108)


L’equazione caratteristica associata alla (5.107) è:


λ4 + η2λ2 = R(ω · x) (5.109)


dove


η2 = Ω


√
ρ


L(ω)
(5.110)


è il numero di onda nella direzione ω.


Si integra la (5.107) rispetto alla variabile ω ·x e si utilizza il metodo della va-
riazione dei parametri. L’equazione caratteristica associata fornisce la soluzione
omogenea:


λ4 + η2λ2 = λ2
(
λ2 + η2


)
= 0 (5.111)


dalla quale si ricavano le seguenti quattro soluzioni:


λ1 = 0 (5.112a)


λ2 = 0 (5.112b)


λ3 = − i η (5.112c)


λ4 = i η (5.112d)


Luca Prakash Argani 113







5 | FUNZIONI DI GREEN BIDIMENSIONALI


che consentono di generare le seguenti funzioni soluzione:


ψ̃gom,1 = e0·(ω·x) = 1 (5.113a)


ψ̃gom,2 = (ω · x)e0·(ω·x) = ω · x (5.113b)


ψ̃gom,3 = e− i η(ω·x) (5.113c)


ψ̃gom,4 = ei η(ω·x) (5.113d)


ed essendo la somma di soluzioni anch’essa una soluzione, la soluzione omoge-
nea può dunque scriversi come


ψ̃gom = A1 +A2(ω · x) +A3e
− i η(ω·x) +A4e


i η(ω·x) (5.114)


e si cerca una soluzione particolare nella forma:


ψ̃gp = B1 +B2(ω · x) +B3e
− i η(ω·x) +B4e


i η(ω·x) (5.115)


dove B1, B2, B3, B4 sono funzioni incognite di (ω · x) che devono essere
determinate. Si pone per comodità:


R(ω · x) =
2(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)(ω · x)3
=


β


(ω · x)3
(5.116)


dove:


β =
2(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)
(5.117)


Per determinare le costanti B1, B2, B3, B4 utilizzando il metodo della
variazione delle costanti si deve risolvere il sistema:


B
′


1ψ̃
g
om,1 +B


′


2ψ̃
g
om,2 +B


′


3ψ̃
g
om,3 +B


′


4ψ̃
g
om,4 = 0


B
′


1


(
ψ̃gom,1


)′
+B


′


2


(
ψ̃gom,2


)′
+B


′


3


(
ψ̃gom,3


)′
+B


′


4


(
ψ̃gom,4


)′
= 0


B
′


1


(
ψ̃gom,1


)′′
+B


′


2


(
ψ̃gom,2


)′′
+B


′


3


(
ψ̃gom,3


)′′
+B


′


4


(
ψ̃gom,4


)′′
= 0


B
′


1


(
ψ̃gom,1


)′′′
+B


′


2


(
ψ̃gom,2


)′′′
+B


′


3


(
ψ̃gom,3


)′′′
+B


′


4


(
ψ̃gom,4


)′′′
= R(ω · x)


(5.118)
dove il simbolo dell’apice indica la derivata rispetto all’argomento (ω · x).
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Sostituendo in questo sistema le funzioni ricavate precedentemente si ottiene:
B
′


1 + (ω · x)B
′


2 +B
′


3e
− i η(ω·x) +B


′


4e
i η(ω·x) = 0


0 +B
′


2 − i ηB
′


3e
− i η(ω·x) + i ηB


′


4e
i η(ω·x) = 0


0 + 0− η2B
′


3e
− i η(ω·x) − η2B


′


4e
i η(ω·x) = 0


0 + 0 + i η3B
′


3e
− i η(ω·x) − i η3B


′


4e
i η(ω·x) = R(ω · x)


(5.119)


Dalla terza equazione del sistema precedente si ottiene:


B
′


3e
− i η(ω·x) +B


′


4e
i η(ω·x) = 0 −→ B


′


3 = −B
′


4e
2 i η(ω·x) (5.120)


Dalla seconda, tenendo presente la precedente relazione:


B
′


2 + i ηB
′


4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x) + i ηB


′


4e
i η(ω·x) = 0 (5.121)


da cui:


B
′


2 + 2 i ηB
′


4e
i η(ω·x) = 0 −→ B


′


2 = −2 i ηB
′


4e
i η(ω·x) (5.122)


Sostituendo i valori ricavati per B
′


2 e B
′


3 nella prima equazione delle (5.119) si
ottiene:


B
′


1 − 2 i η(ω · x)B
′


4e
i η(ω·x) −B


′


4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x) +B


′


4e
i η(ω·x) = 0 (5.123)


da cui:
B
′


1 = 2 i η(ω · x)B
′


4e
i η(ω·x) (5.124)


A questo punto è possibile riscrivere la quarta equazione delle (5.119) in funzio-
ne della sola costante B


′


4:


− i η3B
′


4e
2 i η(ω·x)e− i η(ω·x − i η3B


′


4e
i η(ω·x) = R(ω · x) (5.125)


dalla quale:


− 2 i η3B
′


4e
i η(ω·x) = R(ω · x) −→ B


′


4 =
iR(ω · x)


2η3ei η(ω·x)
(5.126)
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ovvero:


B
′


4 =
i(δ1gω2 − δ2gω1)


η3L(ω)(ω · x)3
e− i η(ω·x) =


iβ


2η3


1


(ω · x)3
e− i η(ω·x) (5.127)


Integrando quest’ultima equazione si ottiene la costante B4:


B4 =
iβ


2η3


∫
1


(ω · x)3
e− i η(ω·x) d(ω · x) =


iβ


2η3
I1 (5.128)


dove l’integrale I1 viene calcolato per parti come segue:


I1 =


∫
1


(ω · x)3
e− i η(ω·x) d(ω · x) =


=
−1


2(ω · x)2
e− i η(ω·x) −


∫
−1


2(ω · x)2
(− i η)e− i η(ω·x) d(ω · x) =


=
−e− i η(ω·x)


2(ω · x)2
− i η


2


[
−e− i η(ω·x)


(ω · x)
−
∫
−1(− i η)


(ω · x)
e− i η(ω·x) d(ω · x)


]
(5.129)


e raccogliendo


I1 =


[
−1


2(ω · x)2
+


i η


2(ω · x)


]
e− i η(ω·x)+


+


(
− i η


2


)
(−1)(−1)(− i η)


∫
e− i η(ω·x)


(ω · x)
d(ω · x) (5.130)


L’ultimo integrale della precedente relazione non è esplicitabile analiticamente
e si fa ricorso alle funzioni speciali nel seguente modo:


I1 =
1


2


[
−1


(ω · x)2
+


i η


(ω · x)


]
e− i η(ω·x) − 1


2
η2


∫
e− i η(ω·x)


(ω · x)
d(ω · x)︸ ︷︷ ︸


−Ei(1,i η(ω·x))


=


=
1


2


[
−1


(ω · x)2
+


i η


(ω · x)


]
e− i η(ω·x) +


1


2
η2 Ei


(
1, i η(ω · x)


)
(5.131)


dove con Ei è stata indicata la funzione esponenziale integrale, la quale è così
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definita3:
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
=


∫
(ω · x)−1e− i η(ω·x) d(ω · x) (5.132)


In definitiva la costante B4 è data da:


B4 =
−β
4η3


[
i


(ω · x)2
+


η


(ω · x)


]
e− i η(ω·x) +


iβ


4η
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
(5.133)


Per le costanti B1 e B2 si ha invece:


B′1 = 2 i η


[
i η


2η3


e− i η(ω·x)


(ω · x)3


]
(ω · x)ei η(ω·x) = − β


η2


1


(ω · x)2
(5.134a)


B′2 = −2 i η


[
i η


2η3


e− i η(ω·x)


(ω · x)3


]
ei η(ω·x) =


β


η2


1


(ω · x)3
(5.134b)


le quali si possono integrare direttamente, ottenendo così:


B1 = − β


η2


∫
d(ω · x)


(ω · x)2
=


β


η2


1


(ω · x)
(5.135a)


B2 =
β


η2


∫
d(ω · x)


(ω · x)3
= − β


2η2


1


(ω · x)2
(5.135b)


3 La funzione esponenziale integrale è definita come:


Ei(a, z) =


∫ 1


0
e−k1zk−a1 dk1 con <(z) > 0


mentre si può generalizzare a:
Ei(a, z) = za−1Γ(1− a, z)


che vale su tutto C ad eccezione del punto zero nel caso di Ei(1, z) mentre la funzione Gamma è
così definita:


Γ(z) =


∫ ∞
0


e−ttz−1 dt


Vale la seguente relazione:


Γ(a, z) = Γ(a)−
za


a
hypergeom(a, l + a, z)


espressa in funzione della funzione ipergeometrica e se <(a) > 0 allora:


Γ(a, z) =


∫ ∞
z


e−tta−1 dt
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Per il calcolo della costante B3 si utilizza l’espressione (5.120) nella quale,
sostituendo il valore di B


′


4 fornisce:


B
′


3 = −
[


iβ


2η3


1


(ω · x)3
e− i η(ω·x)


]
e2 i η(ω·x) = − iβ


2η3


1


(ω · x)3
ei η(ω·x) (5.136)


Integrando quest’ultima equazione si ottiene la costante B3:


B3 = − iβ


2η3


∫
1


(ω · x)3
ei η(ω·x) d(ω · x) = − iβ


2η3
I2 (5.137)


dove l’integrale I2 viene calcolato per parti come segue:


I2 =


∫
1


(ω · x)3
ei η(ω·x) d(ω · x) =


=
−1


2(ω · x)2
ei η(ω·x) −


∫
−1


2(ω · x)2
i ηei η(ω·x) d(ω · x) =


=
−ei η(ω·x)


2(ω · x)2
+


i η


2


[
−ei η(ω·x)


(ω · x)
−
∫
−1(i η)


(ω · x)
ei η(ω·x) d(ω · x)


]
(5.138)


ottenendo


I2 =


[
−1


2(ω · x)2
− i η


2(ω · x)


]
ei η(ω·x) +


i η


2
(i η)


∫
ei η(ω·x)


(ω · x)
d(ω · x) (5.139)


Nell’ultimo integrale della precedente relazione si deve fare ricorso alle funzioni
speciali in maniera analoga a quanto fatto per il calcolo di I1:


I2 =
1


2


[
−1


(ω · x)2
− i η


(ω · x)


]
ei η(ω·x) − 1


2
η2


∫
ei η(ω·x)


(ω · x)
d(ω · x) =


=
1


2


[
−1


(ω · x)2
− i η


(ω · x)


]
ei η(ω·x) +


1


2
η2 Ei


(
1,− i η(ω · x)


)
(5.140)


dove con Ei
(
1,− i η(ω · x)


)
è stata indicata la funzione esponenziale integrale,


che in questo caso è così definita4:


Ei
(
1,− i η(ω · x)


)
= −


∫
(ω · x)−1e−(− i η(ω·x)) d(ω · x) (5.141)


4 Si veda la nota 3 nella pagina precedente.
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In definitiva la costante B3 è data da:


B3 =
β


4η3


[
i


(ω · x)2
− η


(ω · x)


]
ei η(ω·x) − iβ


4η
Ei
(
1,− i η(ω · x)


)
(5.142)


La soluzione particolare (5.115) diviene


ψ̃gp =
β


η2


1


(ω · x)
− β


2η2


1


(ω · x)2
(ω · x) +


β


4η3


[
i


(ω · x)2
− η


(ω · x)


]
+


− iβ


4η
Ei
(
1,− i η(ω · x)


)
e− i η(ω·x) − β


4η3


[
i


(ω · x)2
+


η


(ω · x)


]
+


+
iβ


4η
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
ei η(ω·x) (5.143)


ovvero


ψ̃gp =
β


η2


1


(ω · x)


(
1− 1


2
− 1


4
− 1


4


)
+


iβ


4η


[
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
ei η(ω·x)+


− Ei
(
1,− i η(ω · x)


)
e− i η(ω·x)


]
(5.144)


Espandendo la precedente relazione:


ψ̃gp =
iβ


4η


{[
cos(ηω · x) + i sin(ηω · x)


]
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
+


−
[
cos(ηω · x)− i sin(ηω · x)


]
Ei
(
1,− i η(ω · x)


)}
(5.145)


e quindi raccogliendo le funzioni esponenziali integrali si ottiene:


ψ̃gp =
iβ


4η


{
cos(ηω · x)


[
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
− Ei


(
1,− i η(ω · x)


)]
+


+ i sin(ηω · x)
[
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
+ Ei


(
1,− i η(ω · x)


)]}
(5.146)


e introducendo altre due funzioni speciali, in particolare le funzioni coseno
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integrale5 e seno integrale6 si ha:


ψ̃gp =
β


2η


{
−1


2


[
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
+ Ei


(
1,− i η(ω · x)


)]
︸ ︷︷ ︸


Ci(η|ω·x|)


sin(ηω · x)+


+
1


2
i
[
Ei
(
1, i η(ω · x)


)
− Ei


(
1,− i η(ω · x)


)]
︸ ︷︷ ︸


− Si(η|ω·x|)


cos(ηω · x)


}
(5.147)


quindi l’espressione della soluzione particolare diviene:


ψ̃gp =
β


2η


[
Ci(η|ω · x| sin(ηω · x)− Si(η|ω · x| cos(ηω · x)


]
(5.148)


5 Il coseno integrale è definito per tutte le variabili complesse x come:


Ci(x) = γ + lnx+


∫ x


0


cos t− 1


t
dt


o anche, per mezzo delle funzioni esponenziali integrali, come


Ci(a, z) = −
1


2


[
Ei(1, x) + Ei(1,−x)


]
+ i


π


2


[
csign(x)− 1


]
csign(ix)


che per x ∈ R si riduce a:


Ci(a, z) = −
1


2


[
Ei(1, x) + Ei(1,−x)


]
dove γ è la costante di Eulero-Mascheroni data da:


γ = lim
n→∞


(
n∑
k=1


1


k
− lnn


)
≈ 0.57721 . . .


6 La funzione seno integrale è definita per tutte le variabili complesse x come:


Si(x) =


∫ x


0


sin t


t
dt


o anche, per mezzo delle funzioni esponenziali integrali, come


Si(a, z) = − i
1


2


[
Ei(1, x)− Ei(1,−x)


]
+
π


2
csign(x)


(dove csign(x) è la funzione segno complesso) che per x ∈ R si riduce a:


Si(a, z) = − i
1


2


[
Ei(1, x)− Ei(1,−x)


]
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dove, tenendo conto della definizione data di β nella (5.117), si ha:


β


2η
=
δ1gω2 − δ2gω1


ηL(ω)
(5.149)


e ricordando l’espressione del numero di onda η dato dalla (5.110):


ηL(ω) = L(ω)Ω


√
ρ


L(ω)
= Ω


√
ρL(ω) =


√
ρΩ2L(ω) (5.150)


si ottiene l’espressione finale per la soluzione della (5.107):


ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√


ρΩ2L(ω)


[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)


]
+


+A1 +A2(ω · x) +A3e
− i η(ω·x) +A4e


i η(ω·x) (5.151)


Il coefficiente
δ1gω2 − δ2gω1√


ρΩ2L(ω)
(5.152)


può essere inglobato nelle costanti A1, A2, A3, A4. Per semplicità si pongono
A1 = 0 e A2 = 0 in quanto, essendo ψ̃g una stream function, i termini costanti
sono superflui (infatti si considerano solo le derivate di ψ̃g) mentre i termini
lineari rappresentano dei moti rigidi, i quali sono trascurabili in un mezzo
infinito. Tenendo conto che:


ei η(ω·x) = cos(ηω · x)− i sin(ηω · x) (5.153a)


e− i η(ω·x) = + cos(ηω · x) + i sin(ηω · x) (5.153b)


la soluzione finale può essere scritta come:


ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√


ρΩ2L(ω)


[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)+


+A∗1 sin(ηω · x) +A∗2 cos(ηω · x)+


+ i
[
A∗3 sin(ηω · x) +A∗4 cos(ηω · x)


]]
(5.154)


Per determinare le costanti A∗i (con i = 1, 2, 3, 4) si considera lo sviluppo
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asintotico (far-field approximation) nella variabile ω · x del seguente termine:


Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x) =


= −π
2


cos(ηω · x) + o


(
1


ω · x


)
(5.155)


per ω · x→ +∞. Trascurando una soluzione armonica arbitraria, dalle (5.154)
e (5.155) si ottiene lo sviluppo asintotico per ψ̃g :


ψ̃g(ω · x) =
δ1gω2 − δ2gω1√


ρΩ2L(ω)


[π
2


cos(ηω · x) + i
π


2
sin(ηω · x)


]
+


+ o


(
1


ω · x


)
(5.156)


che rappresenta solo delle onde uscenti7. Come conseguenza della rappresenta-
zione asintotica (5.156) le costanti A∗i sono determinate e quindi si ha:


ψ̃g =
δ1gω2 − δ2gω1√


ρΩ2L(ω)


[
Ci(η|ω · x|) sin(ηω · x)− Si(η|ω · x|) cos(ηω · x)+


− i
π


2
sin(ηω · x)


]
(5.157)


L’espansione in onde piane della precedente relazione fornisce la stream
function, che espressa in coordinate polari è:


ψ̃g(r, θ) = − 1


2π2ρΩc


∫ π


0


sin
(
α+ θ − δ2g π2


)
Λ(α+ θ)


Ξ


(
ωr


c


cosα√
Λ(α+ θ)


)
dα (5.158)


dove


Ξ(x) = Ci(|x|) sinxSi(x) cosx− π


2
sinx (5.159a)


Λ(α) = sin4 α
(
cot2 α− γ1


) (
cot2 α− γ2


)
> 0 (5.159b)


7 Al termine π
2


cos(ηω · x) della (5.156) si deve aggiungere il termine i π
2


sin(ηω · x) altrimenti
ci sarebbero anche onde entranti, cosa che è impossibile in un mezzo infinito.
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mentre


c =


√
µ(1 + κ)


ρ
(5.160a)


c
√


Λ(α) (5.160b)


sono rispettivamente la velocità di propagazione di un’onda trasversale che si
muove parallelamente all’asse x1 e la velocità di propagazione nella direzione
individuata dall’angolo α. Da notare che Λ(α) è sempre strettamente positivo
nel regime ellittico e che gode delle seguenti proprietà:


Λ(0) = Λ(π) = 1 (5.161a)


Λ
(π


2


)
= Λ


(
3


2
π


)
= γ1γ2 =


1− κ
1 + κ


(5.161b)


mentre Λ(α) = 1 nel caso speciale in cui la risposta incrementale diviene isotropa
(κ = 0, µ = µ∗). La stream function (5.157) è non singolare in r = 0 e dipende da
θ e dalla variabile adimensionale


r̂ =
Ωr


c
(5.162)


Poiché v1 = ψ,2 e v2 = −ψ,1 si introduce la funzione di Green per gli spostamenti
incrementali per il corpo infinito:


vg1 = ψg,2 (5.163a)


vg2 = −ψg,1 (5.163b)


così dalla (5.157) e dalle precedenti relazioni si ha:


ṽgj (ω · x) =
(δ1jω2 − δ2jω1)(δ1gω2 − δ2gω1)


L(ω)


[
Ci(η|ω · x|) cos(ηω · x)+


− Si(η|ω · x|) sin(ηω · x)− i
π


2
cos(ηω · x)


]
(5.164)


Luca Prakash Argani 123







5 | FUNZIONI DI GREEN BIDIMENSIONALI


e quindi il tensore di Green è dato da:


vgj (x) = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ṽgj (ω · x) dω (5.165)


In conclusione si osserva che l’espressione di vgj ha una singolarità logaritmica
quando r̂ tende a zero. Perciò vicino alla singolarità si ha che r → 0 ed inoltre il
comportamento asintotico della funzione di Green dinamica è identico al caso
quasi-statico.


5.7 Calcolo del gradiente del campo di velocità


Il gradiente di velocità associato al tensore di Green è dato da:


∂vgj
∂x1


= cos θ
∂vgj
∂r
− sin θ


∂vgj
∂θ


(5.166a)


∂vgj
∂x2


= sin θ
∂vgj
∂r


+ cos θ
∂vgj
∂θ


(5.166b)


Va notato che per la simmetria del tensore di Green la condizione di incompri-
mibilità permette di scrivere:


v1
2,2 = v2


1,2 = −v1
1,1 v1


2,1 = v2
1,1 = −v2


2,2 (5.167)


per cui devono essere determinate solo quattro componenti del gradiente di
velocità.


Le espressioni di vgj hanno una forma in cui la dipendenza da r è esplicita
mentre la dipendenza da θ coinvolge un integrale, quindi la derivata rispetto a r
produce una singolarità dell’ordine di 1


r mentre la derivata rispetto a θ non altera
la singolarità. Sulla base di queste considerazioni il gradiente di velocità per il
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problema statico può essere espresso per mezzo delle due seguenti relazioni:


v1
1,g =


1


2π2µ(1 + κ)r


{
π cos


[
θ + (1− g)π2


]
γ1
√
−γ2 + γ2


√
−γ1


+ sin
[
θ + (1− g)


π


2


]
×
∫ π


2


0


[
ln (cosα) Σ (α+ θ, α+ θ)


+ ln (sinα) Σ
(
α+ θ +


π


2
, α+ θ +


π


2


)]
dα


}
(5.168)


e


v2
2,g = − 1


2π2µ(1 + κ)r


{
π cos


[
θ + (1− g)π2


]
γ1
√
−γ2 + γ2


√
−γ1


− sin
[
θ + (1− g)


π


2


]
×
∫ π


2


0


[
ln (cosα) Σ


(
α+ θ +


π


2
, α+ θ


)
+ ln (sinα) Σ


(
α+ θ, α+ θ +


π


2


)]
dα


}
(5.169)


dove:


Σ (γ, η) =


[
2 cos γΛ (η)− sin γΛ


′
(η)
]


Λ2 (η)
sin γ (5.170a)


Λ
′
(η) =


∂


∂η
Λ (η) (5.170b)
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Per il problema dinamico si ha invece:


vsg,k = − (2δsg − 1)


2π2µ(1 + κ)


{
vs∗g,k −


(
ln r̂ + γ − i


π


2


)[∫ π


0


Kg
s (α+ θ)ξ(α, α+ θ)


× sin
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)Ω


c
ζ
(
α+ θ, θ − δ2k


π


2


)
dα+


sin
(
θ − δ2k π2


)
r


×
∫ π


0


Σ
(
α+ θ − δ2s


π


2
, α+ θ


)
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)
dα


]
+


−
∫ π


2


0


ln ξ(α, α+ θ)Kg
s (α+ θ) sin


(
r̂ξ(α, α+ θ)


)Ω


c
ξ(α, α+ θ)


× ζ
(
α+ θ, θ − δ2k


π


2


)
dα+


∫ π
2


0


ln ξ(α, α− θ)Kg
s (α− θ)ξ(α, α− θ)


× sin
(
r̂ξ(α, α− θ)


)Ω


c
ζ
(
α− θ,−θ − δ2k


π


2


)
dα+Kg


s (α+ θ)


× ℘
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)Ω


c
ξ(α, α+ θ)ζ


(
α+ θ, θ − δ2k


π


2


)
dα


}
(5.171)


dove, facendo uso delle definizioni di Σ e Λ
′


date nelle (5.170) e avendo posto:


℘(x) = − sinx


∫ x


0


cos t− 1


t
dt+ cosx Si(x) (5.172)


ed osservando che per il caso dinamico si ha


Λ
′
(β) = sin(2β)


[
(2γ1γ2 + γ1 + γ2) sin2 β − (2 + γ1 + γ2) cos2 β


]
(5.173)
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il termine fortemente singolare vs∗g,k è definito nel seguente modo:


vs∗g,k =
1


r


{
cos
(
θ − δ2k


π


2


)∫ π


0


Kg
s (α+ θ) cos


(
r̂ξ(α, α+ θ)


)
dα+


+ sin
(
θ − δ2k


π


2


)∫ π
2


0


[
Λ
′
(α+ θ)


2Λ(α+ θ)
Kg
s (α− θ) cos


(
r̂ξ(α, α− θ)


)
+


− ln
(
ξ(α, α+ θ)


)
Σ
(
α+ θ − δ2s


π


2
, α+ θ


)
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)
+


+ (1− 2δ1gδ1s)


(
Λ
′
(α− θ)


2Λ(α− θ)
Kg
s (α− θ) cos


(
r̂ξ(α, α− θ)


)
+


− ln
(
ξ(α, α− θ)


)
Σ
(
α− θ − δ2s


π


2
, α+ θ


)
cos
(
r̂ξ(α, α− θ)


))]
dα


−
∫ π


0


Kg
s (α+ θ)


[
cos
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)
− 1
]
ζ
(
α+ θ, θ − δ2k


π


2


)
dα+


− sin
(
θ − δ2k


π


2


)∫ π


0


Σ
(
α+ θ − δ2s


π


2
, α+ θ


)
=
(
r̂ξ(α, α+ θ)


)
dα


}
(5.174)


L’espansione in onde piane del gradiente degli spostamenti incrementali è:


vgj,k = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ṽgj,k(ω · x) dω (5.175)


dove il vettore unitario ω traccia il cerchio unitario nel piano Ox1x2 definito
nella figura 5.2 e


ṽgj,k = ωk
δjg − ωjωg
L(ω)


[
1


ω · x
− ηΞ(ηω · x)


]
(5.176)


Confrontanto la (5.174) con il gradiente di ṽgi del caso quasi statico (si veda
la (5.98)) si osserva che il termine singolare della (5.174) è identico a quello della
soluzione quasi statica e dunque è possibile scrivere la seguente espressione:


ṽgj,k =
(
ṽgj,k
)


static − ωk
δjg − ωjωg
L(ω)


ηΞ(ηω · x) (5.177)


in cui compaiono separatamente i termini quasi statici e quelli dinamici.
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5.8 Calcolo del campo di tensione incrementale per
il problema statico


Noto il gradiente della velocità, la parte dello stress-rate nominale linear-
mente collegata ad esso può essere ottenuta dalla (5.1) ma la tensione nominale
idrostatica π̇ è incognita. Per il calcolo di π̇ si utilizza la (5.35), riporta di seguito


π̇,11 + π̇,22 = −2(µ∗ − µ) (ψ,2111 − ψ,1222) +
σ


2
(ψ,2111 + ψ,1222) +


− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) (5.178)


nella quale si va ad inserire il campo di velocità mediante l’espansione in onde
piane dato dalla (5.99). Dalla regola di concatenazione della differenziazione si
ha:


vg1,1 =
∂


∂x1


[
− 1


4π2


∮
|ω|=1


ṽg1(ω · x) dω


]
=


= − 1


4π2


∮
|ω|=1


∂ṽg1(ω · x)


∂(ω · x)


∂(ω · x)


∂x1
dω = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ω1


(
ṽg1
)′


dω (5.179)


e allo stesso modo
vg2,2 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ω2


(
ṽg2
)′


dω (5.180)


mentre per l’espansione in onde piane di δ(x) si ha:


− ḟ1δ,1(x)− ḟ2δ,2(x) =
2(δ1gω1 + δ2gω2)


(ω · x)3
(5.181)


avendo posto anche qui ḟi = δig . L’espansione della tensione nominale idrosta-
tica di Green è:


π̇g = − 1


4π2


∮
|ω|=1


˜̇πg(ω · x) dω (5.182)
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dalla quale si deduce che:


π̇,11 + π̇,22 = − 1


4π2


∮
|ω|=1


[
ω2


1


(
˜̇πg
)′′


+ ω2
2


(
˜̇πg
)′′]


dω =


= − 1


4π2


∮
|ω|=1


(
˜̇πg
)′′


dω (5.183)


essendo |ω|3 = ω2
1 + ω2


2 = 1. Sostituendo nella (5.178) i termini appena ricavati
si ottiene:(


˜̇πg
)′′


= −2(µ∗ − µ)
[
ω3


1(ṽg1)
′′′


+ ω3
2(ṽg2)


′′′
]


+
σ


2


[
ω3


1(ṽg1)
′′′
− ω3


2(ṽg2)
′′′]


+


+
2(δ1gω1 + δ2gω2)


(ω · x)3
(5.184)


La (5.184) può essere integrata direttamente tenendo conto che:∫
2(δ1gω1 + δ2gω2)


(ω · x)3
d(ω · x) = − (δ1gω1 + δ2gω2)


(ω · x)2
(5.185a)∫


− (δ1gω1 + δ2gω2)


(ω · x)2
d(ω · x) =


δ1gω1 + δ2gω2


ω · x
(5.185b)


fornendo così:


˜̇πg = −2(µ∗ − µ)
[
ω3


1(ṽg1)
′
+ ω3


2(ṽg2)
′
]


+
σ


2


[
ω3


1(ṽg1)
′
− ω3


2(ṽg2)
′]


+


+
δ1gω1 + δ2gω2


ω · x
(5.186)


avendo eliminato le costanti di integrazione. Rimangono da esplicitare le


espressioni di
(
ṽgi
)′


e per fare questo si utilizzano le (5.98) e si calcolano le
derivate:(


ṽgi
)′


= (δ1iω2 − δ2iω1)
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)
=


δig − ωiωg
(ω · x)L(ω)


(5.187)
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cioè: (
ṽg1
)′


= ω2
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)
(5.188a)


(
ṽg2
)′


= −ω1
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)
(5.188b)


e sostituendo nella (5.186):


˜̇πg = −2(µ∗ − µ)
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)


[
ω3


1ω2 − ω1ω
3
2


]
+


+
σ


2


(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)


[
ω3


1ω2 + ω1ω
3
2


]
+
δ1gω1 + δ2gω2


ω · x
(5.189)


Con un opportuno raccoglimento di termini a fattore comune si ha


˜̇πg =
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)
ω1ω2


[
−2 (µ∗ − µ) (ω2


1 − ω2
2) +


σ


2
(ω2


1 + ω2
2)
]


+


+
ωg
ω · x


(5.190)


ovvero


˜̇πg =
ωg
ω · x


+ ω1ω2
(δ1gω2 − δ2gω1)


(ω · x)L(ω)


[
−2 (µ∗ − µ) (ω2


1 − ω2
2) +


σ


2


]
(5.191)


Il termine ω1ω2(δ1gω2 − δ2gω1) può essere riscritto e compattato nel seguente
modo:


ω1ω2(δ1gω2 − δ2gω1) = ωg(ω
2
2δ1g − ω2


1δ2g) = ωg(1− ω2
g)(δ1g − δ2g) =


= (3− 2g)ωg(1− ω2
g) (5.192)


così la (5.191), tenendo conto della definizione di k data dalla (5.19c), diviene:


˜̇πg =
ωg
ω · x


+ (2g − 3)
µωg(1− ω2


g)


(ω · x)L(ω)


[
2


(
µ∗
µ
− 1


)
(ω2


1 − ω2
2)− κ


]
(5.193)


Si nota che per il caso di elasticità infinitesima (κ = 0 ) e isotropa (µ = µ∗)
l’antitrasformata di ˜̇πg fornisce due valori principali dell’integrale di Cauchy
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che possono essere facilmente risolti:


π̇g = − 1


4π2


∮
|ω|=1


ωg
ω · x


dω (5.194)


Facendo riferimento alla figura 5.2:


π̇1 = − 1


4π2


∫ 2π


0


cos(α+ θ)


r cosα
dα = −cos θ


2πr
(5.195a)


π̇2 = − 1


4π2


∫ 2π


0


sin(α+ θ)


r cosα
dα = − sin θ


2πr
(5.195b)


Più in generale, l’antitrasformata di ˜̇πg è:


π̇g = − 1


4π2


∫ 2π


0


ωg
ω · x


dα− 1


4π2


∫ 2π


0


(2g − 3)
µωg(1− ω2


g)


(ω · x)L(ω)


×
[
2


(
µ∗
µ
− 1


)
(ω2


1 − ω2
2)− κ


]
dα (5.196)


ma facendo le seguenti posizioni:


ω · x = r cosα (5.197a)


L(ω) = µ(1 + κ)Λ(α+ θ) (5.197b)


e


2


(
µ∗
µ
− 1


)
(ω2


1 − ω2
2)− κ = 2


(
µ∗
µ
− 1


)
(2ω2


1 − 1)− κ (5.198)


in quanto ω è unitario, e quindi


2


(
µ∗
µ
− 1


)
(ω2


1 − ω2
2)− κ = 2


(
µ∗
µ
− 1


)[
2 cos2(α+ θ)− 1


]
− κ =


= Γ(α+ θ) (5.199)


si ha:


π̇g = − 1


4π2r


∫ 2π


0


ωg
cosα


dα− (2g − 3)


4π2(1 + κ)r


∫ 2π


0


ωg(1− ω2
g)Γ(α+ θ)


cosαΛ(α+ θ)
dα (5.200)
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In conclusione la tensione nominale idrostatica è data da:


π̇1 = −cos θ


2πr
+


1


4π2(1 + k)r


∫ 2π


0


sin2(α+ θ) cos(α+ θ)Γ(α+ θ)


cosαΛ(α+ θ)
dα (5.201a)


π̇2 = − sin θ


2πr
− 1


4π2(1 + k)r


∫ 2π


0


sin(α+ θ) cos2(α+ θ)Γ(α+ θ)


cosαΛ(α+ θ)
dα (5.201b)


5.9 Calcolo del campo di tensione incrementale per
il problema dinamico


Per completare il set delle funzioni di Green si deve determinare lo stress
idrostatico incrementale nel piano. Per il calcolo di π̇ si utilizza ancora la (5.35)
(come per il problema statico, si veda la (5.178)). Si ripetono i passaggi svolti
per il caso statico con la differenza che ora il campo di velocità è dato dal-
la (5.176); inserendo l’espansione in onde piane della tensione incrementale
idrostatica (5.182) si ottiene:


˜̇πg =
ωg
ω · x


+ (2g − 3)
ωg(1− ω2


g)


L(ω)


[
2(µ∗ − µ)


(
ω2


1 − ω2
2


)
− σ


2


]
×
[


1


ω · x
− ηΞ(ηω · x)


]
(5.202)


dove la funzione Ξ è data dalla (5.159a).


Una forma alternativa della (5.202), molto più efficiente per i prossimi calcoli,
è:


˜̇πg = ωgηΞ(ηω · x) + ωg
(2µ∗ − µ)(1− ω2


g) +
[
µ− (2g − 3)σ2


]
ω2
g


L(ω)


×
[


1


ω · x
− ηΞ(ηω · x)


]
(5.203)


Confrontando la (5.203) con l’analoga del caso statico (5.193) si osserva che i
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termini singolari sono ancora gli stessi e dunque si può scrivere:


˜̇πg =
(
˜̇πg
)


static + ωgηΞ(ηω · x)


×


[
1−


(2µ∗ − µ)(1− ω2
g) +


[
µ− (2g − 3)σ2


]
ω2
g


L(ω)


]
(5.204)


Sostituendo la (5.204) nell’espansione (5.182) si ottiene la funzione di Green per
lo stress idrostatico incrementale nella seguente forma:


π̇1(r, θ) =
(
π̇1
)


static(r, θ)−
Ω


2π2(1 + k)c


∫ π


0


sin2 (α+ θ)


Λ
3
2


Ξ


(
r̂


cosα√
Λ(α+ θ)


)
× cos (α+ θ) Γ(α+ θ) dα (5.205a)


π̇2(r, θ) =
(
π̇2
)


static(r, θ)−
Ω


2π2(1 + k)c


∫ π


0


cos2 (α+ θ)


Λ
3
2


Ξ


(
r̂


cosα√
Λ(α+ θ)


)
× sin (α+ θ) Γ(α+ θ) dα (5.205b)


dove, in accordo con la (5.199),


Γ(α+ θ) = 2


(
µ∗
µ
− 1


)[
2 cos2(α+ θ)− 1


]
− κ (5.206)


Gli integrali ottenuti sono funzioni non singolari di r mentre (·)static identifica le
funzioni di Green per il problema statico, date dalle (5.201).


È importante sottolineare che lo stress idrostatico incrementale di Green si
riduce al caso statico sia nel caso limite di bassa frequenza sia nel caso isotropo
(µ = µ∗ e κ = 0, ovvero Γ(α) = 0). Da notare inoltre che la funzione di Green in
termini del’incremento di pressione di Cauchy nel piano, ṗg , può essere ottenuta
dalle (5.205) utilizzando la relazione


ṗg = π̇g − σ


2
vg1,1 (5.207)
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Capitolo 6
PROBLEMI DELL’INCLUSIONE E


DELLA DISLOCAZIONE


Si generalizzano i problemi dell’inclusione e della dislocazione al caso
di materiali elastici incomprimibili, anisotropi e soggetti a prestress. Le
soluzioni sono date in termini di campi di spostamento e di pressione
incrementali. Si riportano alcuni semplici esempi al fine di illustrare il ruolo
e gli effetti del prestress e dell’anisotropia e, in particolare, la formazione di
bande di taglio.


L
A TEORIA DELLE DISLOCAZIONI E DELLE INCLUSIONI nei solidi è sta-
ta esaurientemente sviluppata per materiali elastici privi di carico
nel loro stato naturale. Si illustra l’estensione di questa teoria al
caso di materiale soggetto a prestress attraverso una generalizzazio-


ne delle soluzioni trovate da Eshelby [12–14] e Willis [15] introducendo una
formulazione incrementale per materiali incomprimibili, nei quali lo sforzo
nominale è collegato al gradiente di spostamento incrementale; si fa riferimento
a un modello costitutivo (che include sia i materiali di Mooney-Rivlin [3] e di
Ogden [4], descritti nel paragrafo 4.3.2, sia i modelli di materiali che descrivono
il rammollimento - softening [32]) sotto il vincolo di deformazione piana (plane
strain) anche se la trattazione generale e molti dei risultati presentati rimangono
validi anche in un contesto tridimensionale.


L’anisotropia influenza fortemente i campi di sforzo in prossimità di disloca-
zioni, come mostrato nella figura 1.1 a pagina 4 (per maggiori dettagli si veda
l’Appendice B), ed inoltre quasi tutti i cristalli sono anisotropi: questo ha fatto
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sì che l’anisotropia sia stata l’oggetto di molteplici e intense ricerche [33–35]
ed è stata recentemente caldeggiata come una via per studiare le proprietà dei
nuclei di dislocazione [36, 37].


Si intende analizzare l’effetto dell’ortotropia indotta dal prestress sui campi
generati da una dislocazione o da un’inclusione all’interno di un modello costi-
tutivo generale di elasticità incrementale non lineare e con particolare enfasi su
un modello di materiale per metalli (teoria di deformazione J2 per la plastici-
tà [17, 27])1. L’analisi è prevalentemente indirizzata ai metalli duttili soggetti
a deformazioni estreme dove la generazione, la crescita e il raggruppamento
di dislocazioni in una “super dislocazione” perturba un materiale che ha una
rigidezza sufficientemente bassa, in virtù della quale le equazioni differenziali
che governano l’equilibrio incrementale sono molto vicine al confine relativo
alla perdita di ellitticità.


Quando ci si avvicina a questo limite (pur rimanendo all’interno della regio-
ne ellittica) la soluzione per la edge dislocation, così come quella per l’inclusione,
rivela caratteristiche di metalli severamente deformati in prossimità della for-
mazione delle bande di taglio (shear bands). Si vedrà nei prossimi paragrafi che
in queste condizioni l’emissione di un dipolo di dislocazioni (che può esser
vista come una “super dislocazione”) produce campi incrementali fortemente
localizzati lungo le direzioni delle bande di taglio, formalmente escluse al-
l’interno della regione ellittica. Questo può indurre un “effetto a cascata” del
raggruppamento di dislocazioni, e questo può spiegare il fatto che l’accumulo di
scorrimento che si genera su bande di taglio attive può essere fino a tre ordini di
grandezza maggiore rispetto a quello prodotto da una singola dislocazione [38].


6.1 Il problema dell’inclusione


Si considera una regione D costituita da un mezzo elastico infinito, incom-
primibile, soggetto a prestress omogeneo2 e contenente un’inclusione di forma


1 Si deve notare che l’anisotropia indotta dallo sforzo non è rappresentata solamente da uno
specifico termine dell’operatore costitutivo, ma essa introduce anche delle asimmetrie che non
sono presenti quando il prestress è assente. Queste effetti asimmetrici sono collegati al fatto che
una piccola rotazione rigida produce un incremento di sforzo in un corpo soggetto a prestress,
differentemente da quanto è solito nell’ambito delle piccole deformazioni.


2 L’assunzione di prestress uniforme (essenziale per ottenere soluzioni analitiche) può sembrare
più restrittivo del dovuto. Infatti la nucleazione di dislocazioni avviene sempre all’interno di
materiali prestressati e, sebbene lo stato di sforzo esistente non sia uniforme, questa non omogeneità
è trascurabile in prima approssimazione quando si considera la scala della dislocazione. Inoltre,
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Figura 6.1: Mezzo infinito D contenente un’inclusione di volume Din e superficie ∂Din; si applica
una forza a un punto y che sta al di fuori dell’inclusione.


generica, con volume Din e superficie ∂Din. Si immagina di togliere l’inclusione
dal mezzo e di sottoporla a un gradiente di spostamento incrementale unifor-
me ∇xvP, il quale può essere pensato come una deformazione anelastica (ad
esempio plastica o termica).3


Si applica uno strato di forze e pressioni su ∂Din per riportare l’inclusione
alla sua dimensione originale e la si ricolloca nel mezzo infinito. Se a questo
punto l’inclusione viene lasciata libera, questo strato di forze e pressioni si
scarica sulla matrice: il corpo è quindi libero da forze esterne ma è in uno
stato di autotensione dovuto alla trasformazione dell’inclusione. All’interno
dell’inclusione il campo dello spostamento incrementale4 è dato da


vi = vinc
i = vE


i + vP
i (6.1)


come notato da Bigoni et al. [39–41], i campi di deformazione incrementali trovati in prossimità
del confine ellittico in un materiale omogeneamente prestressato costituiscono una sorta di “modo
di deformazione ultima” che domina lo strain non omogeneo (ma piccolo) che si è sviluppato
precedentemente e dunque rappresenta correttamente la deformazione in prossimità della rottura.


3 Si deve notare che nel problema dell’inclusione in elasticità lineare (Eshelby [12–14] e Willis [15])
viene assegnato uno strain anelastico e non un gradiente. Se si assegna un gradiente di spostamento,
la sua parte antisimmetrica rappresenta una rotazione rigida infinitesima che produce un campo
nullo al di fuori dell’inclusione, ovvero la soluzione per il corpo infinito contenente l’inclusione
consiste in una pura rotazione rigida uniforme. La situazione è diversa per il caso di elasticità
incrementale non lineare in presenza di prestress: qui infatti una rotazione rigida altera lo stress
incrementale e di conseguenza genera campi non nulli al di fuori dell’inclusione. Questi ultimi
devono essere aggiunti a un campo di rotazione incrementale uniforme al di fuori dell’inclusione
per generare la soluzione.


4 Le quantità incrementali possono essere intese come incrementi presi rispetto a un parametro
(pseudo-)temporale, oppure, in maniera più interessante, come quantità incrementali correlate a
un campo di spostamento piccolo sovrapposto a una configurazione di strain data omogenea e
arbitraria (si veda Ogden [22]).
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e dunque il gradiente di deformazione è:


∂vi
∂xj


=
∂vinc


i


∂xj
=
∂vE


i


∂xj
+


1


3


∂vP
k


∂xk
δij (6.2)


dove il primo termine del secondo membro rappresenta la deformazione elastica
che viene generata all’atto del rilascio dell’inclusione. È importante notare che
pur essendo il materiale incomprimibile, lo spostamento incrementale vP non
deve necessariamente rispettare il vincolo dell’incomprimibilità al contrario del
campo vE


i .5 In particolare si ha che:


∂vE
k


∂xk
= 0 −→ ∂vk


∂xk
=
∂vP


k


∂xk
(6.3)


Le tensioni incrementali nominali di Green sono date da


ṫgij = Kijkl
∂vgl
∂xk


+ ṗgδij (6.4)


Nel mezzo infinito (la matrice) il campo di spostamento incrementale coincide
con il campo vE e dunque il gradiente dello spostamento incrementale è:


∂vi
∂xj


=
∂vE


i


∂xj
(6.5)


mentre la tensione incrementale nominale è data dalla sola parte elastica della
deformazione incrementale nel seguente modo:


ṫij = ṫEij = Kijkl
∂vE


l


∂xk
+ ṗEδij = Kijkl


∂


∂xk
(vl − vP


l ) + (ṗ− ṗP)δij (6.6)


ovvero la trasformazione iniziale non genera stress. La pressione incrementale
ṗP, definita all’interno dell’inclusione, è omogenea ed è associata alla defor-
mazione ∇xvP. Si mostrerà in seguito che questo risultato è indipendente da
questa assunzione, ma al momento è meglio tenere in conto anche una parte di


5 In questa sede si assume che la deformazione iniziale sia accompagnata da un cambiamento di
volume (ossia una deformazione di tipo comprimibile).
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Figura 6.2: Dominio di integrazione Dout per un corpo infinito contenente un inclusione (colorata
in violetto) di volume Din e superficie ∂Din; la singolarità in y è racchiusa in un disco
Cε di raggio ε e superficie ∂Cε. Dout rappresenta la regione semplicemente connessa
al di fuori dell’inclusione e che esclude il disco contenente la singolarità, mentre il
contorno esterno di tale regione è rappresentato da ∂Dext.


tensione correlata alla trasformazione iniziale dell’inclusione, definita da


ṫPij = Kijkl
∂vP


l


∂xk
+ ṗPδij (6.7)


la quale è uniforme in quanto∇xvP è uniforme.
In questa trattazione sono escluse le forze di volume nel mezzo e nell’in-


clusione, quindi le equazioni di equilibrio per il corpo infinito contentente una
forza concentrata unitaria si scrivono come:


∂ṫgij(x− y)


∂xi
+ δgjδ(x− y) = 0 (6.8)


dove ṫgij è la funzione di Green per la tensione nominale incrementale, ovvero
la componente ij della tensione nel punto x prodotta da una forza concentrata
unitaria applicata nel punto y e diretta nella direzione g, mentre δ(x− y) è la
delta di Dirac. Le funzioni di Green valide per questa trattazione sono state
presentate nel precedente capitolo. Per i punti x 6= y le equazioni di equilibrio
divengono:


∂ṫij(x)


∂xi
= 0 (6.9)


Si immagina che la singolarità nel punto y sia racchiusa in un disco Cε
centrato in y, con raggio ε e superficie ∂Cε. Si definisce il dominio chiuso e


Luca Prakash Argani 139







6 | PROBLEMI DELL’INCLUSIONE E DELLA DISLOCAZIONE


semplicemente connesso Dout al di fuori sia dell’inclusione che del disco Cε
come:


Dout = Rn \ {Din ∪ Cε } (6.10)


dove n = 2, 3 a seconda delle dimensioni dello spazio considerato (ad esempio
n = 2 corrisponde al caso bidimensionale); un’espressione alternativa è la
seguente


Dout = {Rn {Din ∪ Cε } (6.11)


dove {Rn indica il complemento rispetto all’universo Rn. Il contorno ∂Dout di
questo dominio può essere visto come l’unione delle superfici dell’inclusione,
del disco e di un contorno esterno ∂Dext nel seguente modo:


∂Dout = ∂Din ∪ ∂Cε ∪ ∂Dext (6.12)


Sulla regione Dout e sul suo relativo contorno ∂Dout appena definiti è possi-
bile applicare l’identità di Betti:∫


Dout


[
∂ṫgij(x− y)


∂xi
vj(x)− ṫij(x)


∂xi
vgj (x− y)


]
dVx = 0 (6.13)


Utilizzando la regola di derivazione del prodotto, la precedente equazione
può essere riscritta nel seguente modo:∫


Dout


∂


∂xi


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
dVx︸ ︷︷ ︸


=Int1


+


−
∫
Dout


[
ṫgij(x− y)


∂vj(x)


∂xi
− ṫij(x)


∂vgj
∂xi


(x− y)


]
dVx︸ ︷︷ ︸


=Int2


= 0 (6.14)


140 Luca Prakash Argani







6.1 | IL PROBLEMA DELL’INCLUSIONE


Il secondo integrale della (6.14) si riscrive come


Int2 =


∫
Dout


[
Kijkl


∂vgl (x− y)


∂xk


∂vj(x)


∂xi
+ ṗg(x− y)δij


∂vj(x)


∂xi
+


−Kijkl
∂vl(x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
− ṗ(x)δij


∂vgj (x− y)


∂xi


]
dVx (6.15)


ma in virtù dell’incomprimibilità del materiale6 e della maggiore simmetria del
tensore costitutivo K si ha che Int2 = 0. Applicando il teorema della divergenza
al termine Int1, la (6.14) si riduce a∫


∂Dout


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx = 0 (6.16)


dove n è il vettore normale del contorno di integrazione Dout ed è orientato
verso l’esterno.


Decomponendo quest’ultimo secondo la (6.12), facendo il limite per ε che
tende a zero (ovvero si riduce il disco fino a farlo degenerare in un punto) e
spostando il bordo esterno ∂Dext all’infinito si ottiene:∫


∂Din


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx+


+ lim
ε→0


∫
∂Cε


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx+


+


∫
∂Dext


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx = 0 (6.17)


Il terzo integrale della precedente espressione risulta essere nullo in quanto si
fa l’assunzione secondo la quale i campi di stress e spostamento incrementali
indotti dall’inclusione decadono all’infinito. Poiché vgi ∼ ln r, sul disco Cε si ha


6 Si ricordi che
∂vj(x)


∂xj
=
∂vgj (x− y)


∂xj
= 0
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che:


lim
ε→0


∫
∂Cε


ṫij(x)vgj (x− y)ni dSx =


= lim
ε→0


∫
Cε


− ∂


∂xi


[
ṫij(x)vgj (x− y)


]
dVx = 0 (6.18)


se il volume di Cε (e quindi la sua superficie) tende a zero, mentre


lim
ε→0


∫
∂Cε


ṫgij(x− y)vj(x)ni dSx =


= lim
ε→0


∫
Cε


−


[
∂ṫgij(x− y)


∂xi
vj(x) + ṫgij(x− y)


∂vj(x)


∂xi


]
dVx (6.19)


dove il secondo addendo del secondo integrale fornisce un contributo nullo
per ε → 0 ovvero quando il volume di Cε tende a zero. Da notare che nelle
espressioni (6.18) e (6.19) è presente un cambio di segno in quanto i primi
membri di entrambe le espressioni hanno il vettore normale ni che punta verso
l’interno della regione Cε, mentre il teorema della divergenza si applica con la
normale uscente. Tenendo conto delle proprietà della funzione delta di Dirac si
può scrivere:


lim
ε→0


∫
∂Cε


ṫgij(x− y)vj(x)ni dSx =


= lim
ε→0


∫
Cε


δgjδ(x− y)vj(x) dVx = vg(y) (6.20)


Da notare che il vettore normale del primo integrale della (6.18) e il primo
della (6.19) sono orientati verso l’interno della regione Cε, mentre il segno meno
che compare nei secondi integrali delle stesse equazioni derivano dal cambio di
direzione della normale (ovvero uscente dalla regione Cε).7


A questo punto la (6.17) diviene∫
∂Din


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx + vg(y) = 0 (6.21)


7 Si osservi che le equazioni (6.18)-(6.20) possono essere ottenute a partire dalle equazioni di
equilibrio.
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dove la normale n del primo integrale è diretta verso l’interno dell’inclusione.
Cambiando il segno a questo vettore normale si ottiene:


vg(y) =


∫
∂Din


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
ni dSx (6.22)


dove ora la normale è uscente dall’inclusione.


Un’ulteriore applicazione del teorema della divergenza fornisce


vg(y) =


∫
Din


∂


∂xi


[
ṫgij(x− y)vj(x)− ṫij(x)vgj (x− y)


]
dVx =


=


∫
Din


[
∂ṫgij(x− y)


∂xi
vj(x)− ∂ṫij(x)


∂xi
vgj (x− y)


]
dVx+


+


∫
Din


[
ṫgij(x− y)


∂vj(x)


∂xi
− ṫij(x)


∂vgj (x− y)


∂xi


]
dVx (6.23)


ma poiché all’interno dell’inclusione si hanno e


∂ṫgij(x− y)


∂xi
= 0 (6.24a)


∂ṫij(x)


∂xi
= 0 (6.24b)


allora rimane solamente


vg(y) =


∫
Din


[
ṫgij(x− y)


∂vj(x)


∂xi
− ṫij(x)


∂vgj (x− y)


∂xi


]
dVx (6.25)


Inoltre, sempre all’interno dell’inclusione, valgono le equazioni (6.2) e (6.6), le
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quali permettono di scrivere le seguenti relazioni:


ṫgij(x− y)
∂vj(x)


∂xi
= Kijkl


∂vgl (x− y)


∂xk


∂vj(x)


∂xi
+


+ ṗg(x− y)δij


[
∂vE


j (x)


∂xi
+
∂vP


j (x)


∂xi


]
=


= Kijkl
∂vgl (x− y)


∂xk


∂vj(x)


∂xi
+ ṗg(x− y)


∂vP
m(x)


∂xm
(6.26)


e


ṫij(x)
∂vgj (x− y)


∂xi
= Kijkl


∂


∂xk


[
vl(x)− vP


l (x)
]∂vgj (x− y)


∂xi
+


+
[
ṗ(x)− ṗP(x)


]
δij
∂vgj (x− y)


∂xi
=


= Kijkl
∂vl(x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
−Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
(6.27)


relazioni nelle quali è stato utilizato il vincolo di incomprimibilità per i campi
vE
j (x) e vgj (x− y) rispettivamente. Sfruttando le relazioni (6.26) e (6.27) si può


riscrivere la (6.25) come:


vg(y) =


∫
Din


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
+ ṗg(x− y)


∂vP
m(x)


∂xm


]
dVx (6.28)


Applicando il teorema della divergenza al primo addendo dell’integrando
della (6.28), tenendo conto che ∇xvP è uniforme8 e che il campo degli sposta-
menti incrementali è solenoidale, si ottiene l’equazione integrale per il campo
degli spostamenti incrementali al di fuori dell’inclusione prodotti dal campo


8 Questa condizione fa sì che sia soddisfatta la seguente relazione:


∂2vP
i (x)


∂xj∂xk
= 0
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anelastico uniforme∇xvP:


vg(y) =


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk
vgj (x− y)ni dSx+


+


∫
Din


ṗg(x− y)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.29)


doven è la normale uscente dall’inclusione. Se si vogliono esprimere le funzioni
di Green come Gij(y − x) invece di Gij(x− y) allora si ottiene:


vg(y) =


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk
vgj (y − x)ni dSx+


−
∫
Din


ṗg(y − x)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.30)


ovvero c’è un cambio di segno nell’integrale di volume in quanto la pressione è
una funzione dispari, mentre gli spostamenti incrementali vgj sono delle funzioni
pari e quindi non cambiano il segno.9 Si noti che nella (6.29) è presente un
integrale di volume che coinvolge sia la parte deviatoria sia quella volumetrica
di ∇xvP; in particolare si osserva che questo integrale si annulla per gradienti
di spostamento incrementale puramente deviatorici.


Se si introduce un potenziale P gi (x− y) tale che


ṗg(x− y) =
∂P gi (x− y)


∂xi
(6.31)


allora l’equazione (6.28) può essere riscritta come


vg(y) =


∫
Din


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
+
∂P gi (x− y)


∂xi


∂vP
m(x)


∂xm


]
dVx (6.32)


9 Si ricordi che ṗg(y − x) = −ṗg(x− y), mentre vgj (y − x) = vgj (x− y).
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e si può procedere utilizzando la regola di derivazione del prodotto


vg(y) =


∫
Din


∂


∂xi


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk
vgj (x− y) + P gi (x− y)


∂vP
m(x)


∂xm


]
dVx+


−
∫
Din


[
Kijkl


∂2vP
l (x)


∂xk∂xi
vgj (x− y) + P gi (x− y)


∂2vP
m(x)


∂xm∂xi


]
dVx (6.33)


ma, essendo vP
l (x) omogeneo e applicando il teorema della divergenza, rimane:


vg(y) =


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk
vgj (x− y) + P gi (x− y)


∂vP
m(x)


∂xm


]
ni dSx (6.34)


e in questo modo il campo di spostamento incrementale per l’inclusione risulta
essere espresso esclusivamente in termini di un integrale sul contorno.


Tuttavia nella (6.34) rimane incognito il potenziale P gi (x − y). Un modo
semplice per definirlo è il seguente:


P gi (x− y) =
1


n


∫
ṗg(x− y) dxi (6.35)


dove n è la dimensione dello spazio considerato (quindi n = 2 per il problema
piano o n = 3 per quello tridimensionale); quindi P gi (x− y) è un tensore che
contiene le primitive della pressione di Green. Nel caso bidimensionale si può
introdurre un coefficiente di ripartizione Ri(α̂) definito come:


Ri(α̂) = δi1α̂+ (1− α̂)δi2, (6.36)


dove δij è il delta di Kronecker, i, j = 1, 2 e α̂ ∈ [0, 1], dimodoché si possa
ottenere una famiglia di potenziali P gi (x− y) dipendenti dalla scelta arbitraria
del coefficiente α̂ ∈ [0, 1] nella forma


P gi (x− y) = Ri(α̂)


∫
ṗg(x− y) dxi, (6.37)


dove l’indice i non viene sommato.


Il gradiente dello spostamento incrementale prodotto dall’inclusione è dato
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da:


∂vg(y)


∂yr
=


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂yr
ni dSx+


+


∫
Din


∂ṗg(x− y)


∂yr


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.38)


in quanto∇xvP è omogeneo. Inoltre per le funzioni di Green vale la seguente
regola per il cambio di variabile di derivazione:


∂Gij(x− y)


∂yi
= −∂Gij(x− y)


∂xi
(6.39)


e quindi si può scrivere:


∂vg(y)


∂yr
= −


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xr
ni dSx+


−
∫
Din


∂ṗg(x− y)


∂xr


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.40)


In maniera analoga, il gradiente secondo dello spostamento incrementale pro-
dotto dall’inclusione si esprime come:


∂2vg(y)


∂yr∂ys
=


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂2vgj (x− y)


∂yr∂ys
ni dSx+


+


∫
Din


∂2ṗg(x− y)


∂yr∂ys


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.41)


essendo ∇xvP omogeneo. Per il calcolo della derivata seconda la regola (6.39)
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viene applicata due volte10, e dunque il gradiente secondo diviene:


∂2vg(y)


∂yr∂ys
=


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂2vgj (x− y)


∂xr∂xs
ni dSx+


+


∫
Din


∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.42)


6.2 Passaggio al problema della dislocazione


Si riguarda la configurazione finale come risultato dell’applicazione di una
dislocazione di intensità di(x) = vP


i (x) dove vP
i (x) è il campo di spostamen-


to corrispondente alla deformazione uniforme ∇xvP definita nel paragrafo
precedente.


In questo contesto una dislocazione di questo tipo è spesso chiamata “di-
slocazione di Somigliana”; per esempio si richiede che gli spostamenti elastici
vE
i siano discontinui di una quantità di attraverso ∂Din, mentre ∂Din rimane in


equilibrio in assenza delle forze applicate esternamente; inoltre la superficie
∂Din può essere sia aperta che chiusa e di può variare su ∂Din.


All’interno dell’inclusione si avrà:


vE
i = vi − vP


i (6.43)


in quanto gli spostamenti elastici incrementali devono essere misurati relativa-
mente alla configurazione non vincolata del materiale, mentre nella matrice si
ha vE


i = vi. Si richiede inoltre che gli spostamenti incrementali totali vi siano
continui e ∂Din deve essere in equilibrio.


Tenendo conto che


∂


∂xi


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk
vgj (x− y)


]
= Kijkl


∂2vP
l (x)


∂xk∂xi
vgj (x− y)+


+Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
(6.44)


10 Applicare due volte la regola (6.39) implica un doppio cambio di segno, ovvero non si cambia
il segno alla derivata seconda se si cambia la variabile di derivazione.
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ovvero


∂


∂xi


[
Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk
vgj (x− y)


]
= Kijkl


∂vP
l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
(6.45)


in virtù dell’uniformità di vP (si veda la nota 8 a pagina 144), si può applicare il
teorema della divergenza alla (6.29)


vg(y) =


∫
Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk


∂vgj (x− y)


∂xi
dVx +


∫
Din


ṗg(x− y)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.46)


e raccogliendo la derivata rispetto a xk:


vg(y) =


∫
Din


{
∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (x− y)


∂xi


]
−KijklvP


l (x)
∂2vgj (x− y)


∂xk∂xi
+


+ ṗg(x− y)
∂vP


m(x)


∂xm


}
dVx (6.47)


Dalle equazioni di equilibrio nell’inclusione si ha:


∂ṫgij(x− y)


∂xi
= 0 (6.48)


da cui


Kijkl
∂2vgl (x− y)


∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)


∂xi
δij = 0 (6.49)


e tenendo conto che Kijkl ha la maggiore simmetria:


Kijkl
∂2vgj (x− y)


∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)


∂xi
δil = 0 (6.50)


quindi:


KijklvP
l (x)


∂2vgj (x− y)


∂xi∂xk
= −vP


l (x)
∂ṗg(x− y)


∂xl
(6.51)
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Inserendo quest’ultima relazione nella (6.47) si ottiene:


vg(y) =


∫
Din


{
∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (x− y)


∂xi


]
+ vP


l (x)
∂ṗg(x− y)


∂xl
+


+ ṗg(x− y)
∂vP


m(x)


∂xm


}
dVx (6.52)


Qui si raccoglie la derivata rispetto a xl all’interno dell’integrando:


vg(y) =


∫
Din


{
∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (x− y)


∂xi


]
+


∂


∂xl


[
vP
l (x)ṗg(x− y)


]
+


− ∂vP
l (x)


∂xl
ṗg(x− y) + ṗg(x− y)


∂vP
m(x)


∂xm


}
dVx (6.53)


e semplificando:


vg(y) =


∫
Din


∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (x− y)


∂xi
+ vP


l (x)ṗg(x− y)δkl


]
dVx (6.54)


Se si applica nuovamente il teorema della divergenza si ottiene l’equazione
integrale per il campo degli spostamenti incrementali al di fuori dell’inclusione
prodotti dal campo anelastico uniforme∇xvP:


vg(y) =


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vgj (x− y)


∂xi
+ ṗg(x− y)δkl


]
vP
l (x)nk dSx (6.55)


che è un’espressione del tutto equivalente alla (6.29) ed è espressa in funzione
dello spostamento anelastico incrementale vP della trasformazione iniziale.


Se si vogliono esprimere le funzioni di Green come Gij(y − x) invece di
Gij(x− y), in maniera analoga a quanto esposto nel paragrafo precedente, si
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deve ritornare alla (6.52) che ora assume la seguente forma:


vg(y) =


∫
Din


{
∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (y − x)


∂xi


]
− vP


l (x)
∂ṗg(y − x)


∂xl
+


− ṗg(y − x)
∂vP


m(x)


∂xm


}
dVx (6.56)


ovvero cambiano i segni al secondo e al terzo addendo dell’integrando;11 si
raccoglie nuovamente la derivata in xl all’interno dell’integrando:


vg(y) =


∫
Din


{
∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (y − x)


∂xi


]
− ∂


∂xl


[
vP
l (x)ṗg(y − x)


]
+


+
∂vP


l (x)


∂xl
ṗg(y − x)− ṗg(y − x)


∂vP
m(x)


∂xm


}
dVx (6.57)


e semplificando:


vg(y) =


∫
Din


∂


∂xk


[
KijklvP


l (x)
∂vgj (y − x)


∂xi
− vP


l (x)ṗg(y − x)δkl


]
dVx (6.58)


Se si applica nuovamente il teorema della divergenza si ottiene l’equazione
integrale per il campo degli spostamenti incrementali al di fuori dell’inclusione:


vg(y) =


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vgj (y − x)


∂xi
− ṗg(y − x)δkl


]
vP
l (x)nk dSx (6.59)


e si osserva che col cambiamento di rappresentazione delle funzioni di Green è
presente un cambio di segno al secondo addendo dell’integrando.


Introducendo la seguente notazione per le trazioni di Green incrementali
lungo la superficie di normale unitaria ni


τgj (x− y) = ṫgij(x− y)ni (6.60)


11 Si ricorda che la pressione è una funzione dispari, mentre gli spostamenti incrementali vgj sono
delle funzioni pari e quindi non cambiano il segno. Si veda la nota 9 a pagina 145.
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l’equazione (6.55) diviene:


vg(y) =


∫
∂Din


τgm(x− y)vP
m(x) dSx (6.61)


Si noti che le espressioni per le componenti di τgj sono date sia nella forma
singolare che quella regolarizzata da Bigoni et al. [10] e possono essere utilizzate
per calcolare l’equazione integrale (6.61).


Il gradiente dello spostamento incrementale prodotto dalla dislocazione è
dato da:


∂vg(y)


∂yr
=


∫
∂Din


[
Kijkl


∂2vgj (x− y)


∂xi∂yr
+
∂ṗg(x− y)


∂yr
δkl


]
vP
l nk dSx (6.62)


in quanto ∇xvP è omogeneo, e applicando la regola (6.39) si ottiene:


∂vg(y)


∂yr
= −


∫
∂Din


[
Kijkl


∂2vgj (x− y)


∂xi∂xr
+
∂ṗg(x− y)


∂xr
δkl


]
vP
l nk dSx (6.63)


In maniera analoga, il gradiente secondo dello spostamento incrementale pro-
dotto dalla dislocazione si esprime come:


∂2vg(y)


∂yr∂ys
=


∫
∂Din


[
Kijkl


∂3vgj (x− y)


∂xi∂yr∂ys
+
∂2ṗg(x− y)


∂yr∂ys
δkl


]
vP
l nk dSx (6.64)


essendo ∇xvP omogeneo; applicando due volte la regola (6.39) il gradiente
secondo si scrive come:12


∂2vg(y)


∂yr∂ys
=


∫
∂Din


[
Kijkl


∂3vgj (x− y)


∂xi∂xr∂xs
+
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
δkl


]
vP
l nk dSx (6.65)


12 Si veda la nota 10 a pagina 148.
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6.3 Calcolo della pressione per l’inclusione


Le equazioni di equilibrio sono:


∂ṫij(x)


∂xi
= 0 (6.66a)


∂ṫgij(x− y)


∂xi
= 0 (6.66b)


e le tensioni si esprimono come:


ṫij = Kijkl
∂vl(x)


∂xk
+ ṗ(x)δij (6.67a)


ṫgij = Kijkl
∂vgl (x− y)


∂xk
+ ṗg(x− y)δij (6.67b)


Dall’equazione (6.66a) si ha:


Kijkl
∂2vl(x)


∂xi∂xk
+
∂ṗ(x)


∂xi
δij = 0 −→ ∂ṗ(x)


∂xi
δij = −Kijkl


∂2vl(x)


∂xi∂xk
(6.68)


e cambiando gli indici:


∂ṗ(x)


∂xi
= −Ksirg


∂2vg(x)


∂xr∂xs
(6.69)


Si applica l’equazione di equilibrio (6.69) al campo degli spostamenti (6.29):


∂ṗ(y)


∂yi
= −Ksirg


∂2vg(y)


∂yr∂ys
(6.70)


Sostituendo la derivata seconda del campo degli spostamenti (6.42) nella prece-
dente relazione:


∂ṗ(y)


∂yi
= −


∫
∂Din


KsirgKjklm
∂vP


m(x)


∂xl


∂2vgj (x− y)


∂xr∂xs
nj dSx+


−
∫
Din


Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.71)
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ma dalle equazioni di equilibrio (6.66b):


Kijkl
∂2vgl (x− y)


∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)


∂xi
δij = 0 (6.72)


si ottiene:


Ksirk
∂2vgk(x− y)


∂xr∂xs
= Ksirg


∂2vkg (x− y)


∂xr∂xs
= −∂ṗ


k(x− y)


∂xi
(6.73)


In questo modo la (6.71) si riscrive come:


∂ṗ(y)


∂yi
=


∫
∂Din


Kjklm
∂vP


m(x)


∂xl


∂ṗk(x− y)


∂xi
nj dSx+


−
∫
Din


Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.74)


Si derivano le equazioni di equilibrio (6.66b) rispetto a xs:


Ktrpq
∂3vgq (x− y)


∂xp∂xs∂xt
+
∂2ṗg(x− y)


∂xi∂xs
δir = 0 (6.75)


e moltiplicando per Ksirg si ottiene:


Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
= −KsirgKtrpq


∂3vgq (x− y)


∂xp∂xs∂xt
(6.76)


A questo punto si rende necessario calcolare tutte le componenti della rela-
zione (6.76): si noti che resta libero solo l’indice i e che si deve tenere conto
del vincolo dell’incomprimibilità e della reciprocità delle funzioni di Green
(vgi (x− y) = vig(x− y)). Per semplicità di scrittura si omettono gli argomenti
(x− y) delle funzioni di Green in alcuni dei passaggi seguenti.


Ksirg
∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1irg


∂2ṗg


∂xr∂x1
+K2irg


∂2ṗg


∂xr∂x2
=


= K1i1g
∂2ṗg


∂x2
1


+K1i2g
∂2ṗg


∂x2∂x1
+K2i1g


∂2ṗg


∂x1∂x2
+K2i2g


∂2ṗg


∂x2
2


(6.77)
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ovvero:


Ksirg
∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1i11


∂2ṗ1


∂x2
1


+K1i12
∂2ṗ2


∂x2
1


+ (K1i21 +K2i11)
∂2ṗ1


∂x1∂x2
+


+ (K1i22 +K2i12)
∂2ṗ2


∂x1∂x2
+K2i21


∂2ṗ1


∂x2
2


+K2i22
∂2ṗ2


∂x2
2


(6.78)


Poiché Kijkl = 0 se tre dei suoi indici sono uguali e uno è diverso, rimane:


Ks1rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1111


∂2ṗ1


∂x2
1


+ (K1122 +K2112)
∂2ṗ2


∂x1∂x2
+K2121


∂2ṗ1


∂x2
2


(6.79)


ovvero


Ks1rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
=
(
µ∗ −


σ


2
− p
) ∂2ṗ1


∂x2
1


+ (µ− µ∗ − p)
∂2ṗ2


∂x1∂x2
+


+
(
µ∗ −


σ


2


) ∂2ṗ1


∂x2
2


(6.80)


e analogamente


Ks2rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1212


∂2ṗ2


∂x2
1


+ (K1221 +K2211)
∂2ṗ1


∂x1∂x2
+K2222


∂2ṗ2


∂x2
2


(6.81)


ovvero


Ks2rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
=
(
µ∗ +


σ


2


) ∂2ṗ2


∂x2
1


+ (µ− µ∗ − p)
∂2ṗ1


∂x1∂x2
+


+
(
µ∗ +


σ


2
− p
) ∂2ṗ2


∂x2
2


(6.82)


Rimangono da calcolare le espressioni delle derivate seconde della pressione di
Green ṗg(x− y) rispetto alle variabili xr e xs, valutate come


∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
= −Ktrpq


∂3vgq (x− y)


∂xp∂xs∂xt
(6.83)


Luca Prakash Argani 155







6 | PROBLEMI DELL’INCLUSIONE E DELLA DISLOCAZIONE


e che verranno in seguito sostituite nelle (6.80) e (6.82). Esplicitando la (6.83),
ed omettendo per semplicità gli argomenti delle funzioni, si ha:


− ∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1rpq


∂3vgq
∂xp∂xs∂x1


+K2rpq


∂3vgq
∂xp∂xs∂x2


=


= K1r1q


∂3vgq
∂x2


1∂xs
+K1r2q


∂3vgq
∂x1∂x2∂xs


+K2r1q


∂3vgq
∂x1∂x2∂xs


+


+K2r2q


∂3vgq
∂x2


2∂xs
(6.84)


e quindi


− ∂2ṗg


∂xr∂xs
= K1r11


∂3vg1
∂x2


1∂xs
+K1r12


∂3vg2
∂x2


1∂xs
+ (K1r21 +K2r11)


∂3vg1
∂x1∂x2∂xs


+


+ (K1r22 +K2r12)
∂3vg2


∂x1∂x2∂xs
+K2r21


∂3vg1
∂x2


2∂xs
+K2r22


∂3vg2
∂x2


2∂xs
(6.85)


Nel calcolo delle derivate seconde di ṗg(x− y) è possibile scambiare l’ordine
di derivazione se si assume la continuità del campo di spostamenti vg(x −
y).13 Tenendo conto del vincolo di incomprimibilità, la (6.85) si esplicita con le


13 Si ricordi che l’integrazione viene fatta al di fuori dell’inclusione.
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seguenti quattro equazioni:


−∂
2ṗg


∂x2
1


= K1111
∂3vg1
∂x3


1


+ (K1122 +K2112)
∂3vg2
∂x2


1∂x2
+K2121


∂3vg1
∂x1∂x2


2


=


= (K1111 −K1122 −K2112)
∂3vg1
∂x3


1


+K2121
∂3vg1
∂x1∂x2


2


(6.86a)


− ∂2ṗg


∂x1∂x2
= K1111


∂3vg1
∂x2


1∂x2
+ (K1122 +K2112)


∂3vg2
∂x1∂x2


2


+K2121
∂3vg1
∂x3


2


=


= (K1111 −K1122 −K2112)
∂3vg1
∂x2


1∂x2
+K2121


∂3vg1
∂x3


2


(6.86b)


− ∂2ṗg


∂x1∂x2
= K1212


∂3vg2
∂x3


1


+ (K1221 +K2211)
∂3vg1
∂x2


1∂x2
+K2222


∂3vg2
∂x1∂x2


2


=


= K1212
∂3vg2
∂x3


1


+ (K1221 +K2211 −K2222)
∂3vg1
∂x2


1∂x2
(6.86c)


−∂
2ṗg


∂x2
2


= K1212
∂3vg2
∂x2


1∂x2
+ (K1221 +K2211)


∂3vg1
∂x1∂x2


2


+K2222
∂3vg2
∂x3


2


=


= K1212
∂3vg2
∂x2


1∂x2
+ (K1221 +K2211 −K2222)


∂3vg1
∂x1∂x2


2


(6.86d)


ovvero


−∂
2ṗg


∂x2
1


= −
(


2µ∗ − µ−
σ


2


) ∂3vg1
∂x3


1


−
(
µ− σ


2


) ∂3vg1
∂x1∂x2


2


(6.87a)


− ∂2ṗg


∂x1∂x2
= −


(
2µ∗ − µ−


σ


2


) ∂3vg1
∂x2


1∂x2
−
(
µ− σ


2


) ∂3vg1
∂x3


2


(6.87b)


− ∂2ṗg


∂x1∂x2
= −


(
µ+


σ


2


) ∂3vg2
∂x3


1


+
(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3vg1
∂x2


1∂x2
(6.87c)


−∂
2ṗg


∂x2
2


= −
(
µ+


σ


2


) ∂3vg2
∂x2


1∂x2
+
(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3vg1
∂x1∂x2


2


(6.87d)
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Sostituendo le (6.87a), (6.87b) e (6.87d) nella (6.80) si ottiene:


Ks1rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
=
(
µ− σ


2


)[
−
(
µ+


σ


2


) ∂3v1
2


∂x2
1∂x2


+
(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3v1
1


∂x1∂x2
2


]
+


−
(
µ∗ −


σ


2
− p
)[(


2µ∗ − µ−
σ


2


) ∂3v1
1


∂x3
1


+
(
µ− σ


2


) ∂3v1
1


∂x1∂x2
2


]
+


− (µ− µ∗ − p)
[(


2µ∗ − µ−
σ


2


) ∂3v2
1


∂x2
1∂x2


+
(
µ− σ


2


) ∂3v2
1


∂x3
2


]
(6.88)


Il vincolo di incomprimibilità permette di riscrivere i seguenti termini:


∂3v1
1(x− y)


∂x1∂x2
2


= −∂
3v1


2(x− y)


∂x3
2


(6.89a)


∂3v2
1(x− y)


∂x2
1∂x2


= −∂
3v1


1(x− y)


∂x3
1


(6.89b)


Inoltre, tenendo conto che vgi (x− y) = vjg(x− y), si ha:


Ks1rg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ − µσ + 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂3v1


1(x− y)


∂x3
1


+


− σ
(
µ− σ


2


) ∂3v1
2(x− y)


∂x3
2


(6.90)


Uguagliando le (6.87b) e (6.87c) per g = 2:


−
(


2µ∗ − µ−
σ


2


) ∂3v2
1(x− y)


∂x2
1∂x2


−
(
µ− σ


2


) ∂3v2
1(x− y)


∂x3
2


=


=
(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3v2
1(x− y)


∂x2
1∂x2


−
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2(x− y)


∂x3
1


(6.91)


e ricordando le (6.89) si ha la seguente condizione:


(2µ∗ − µ)
∂3v1


1(x− y)


∂x3
1


−
(
µ− σ


2


) ∂3v1
2(x− y)


∂x3
2


=


= −(2µ∗ − µ)
∂3v1


1(x− y)


∂x3
1


−
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2(x− y)


∂x3
1


(6.92)
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Sostituendo la (6.92) nella (6.90):


Ks1rg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂3v1


1(x− y)


∂x3
1


+


− σ
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2(x− y)


∂x3
1


(6.93)


e raccogliendo la derivata rispetto a x1 si ottiene:


Ks1rg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=


∂


∂x1


[
−σ
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2(x− y)


∂x3
1


+


+


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂3v1


1(x− y)


∂x3
1


]
(6.94)


Procedendo in maniera analoga, si sostituiscono le (6.87a), (6.87c) e (6.87d)
nella (6.82):


Ks2rg
∂2ṗg


∂xr∂xs
= −


(
µ+


σ


2


)[(
2µ∗ − µ−


σ


2


) ∂3v2
1


∂x3
1


+
(
µ− σ


2


) ∂3v2
1


∂x1∂x2
2


]
+


+ (µ− µ∗ − p)
[(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3v1
1


∂x2
1∂x2


−
(
µ+


σ


2


) ∂3v1
2


∂x3
1


]
+


+
(
µ∗ +


σ


2
− p
)[(


2µ∗ − µ+
σ


2


) ∂3v2
1


∂x1∂x2
2


−
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2


∂x2
1∂x2


]
(6.95)


Il vincolo di incomprimibilità permette di riscrivere i seguenti termini:


∂3v2
1(x− y)


∂x3
1


= −∂
3v2


2(x− y)


∂x2
1∂x2


(6.96a)


∂3v2
1(x− y)


∂x1∂x2
2


= −∂
3v1


1(x− y)


∂x2
1∂x2


(6.96b)
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fornendo


Ks2rg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂3v1


1(x− y)


∂x2
1∂x2


+


− σ
(
µ+


σ


2


) ∂3v2
2(x− y)


∂x2
1∂x2


(6.97)


e raccogliendo la derivata rispetto a x2


Ks2rg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=


∂


∂x2


[
−σ
(
µ+


σ


2


) ∂2v2
2(x− y)


∂x2
1


+


+


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂2v1


1(x− y)


∂x2
1


]
(6.98)


Se si introduce la funzione F (x− y) definita come:


F (x− y) =


(
4µµ∗ − 4µ2


∗ + µσ − 2µ∗σ −
σ2


2


)
∂2v1


1(x− y)


∂x2
1


+


− σ
(
µ+


σ


2


) ∂2v2
2(x− y)


∂x2
1


(6.99)


oppure, utilizzando i valori adimensionalizzati (5.19a) e (5.19c), si può esprime-
re la funzione F (x− y) come:


F (x− y) = 2µ2


{[
(1− κ)(κ+ 2ξ)− 2ξ2


] ∂2v1
1(x− y)


∂x2
1


+


− κ(1 + κ)
∂2v2


2(x− y)


∂x2
1


}
(6.100)


Quindi dalle espressioni ottenute per le (6.94) e (6.98) si può concludere che


Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=
∂F (x− y)


∂xi
(6.101)


Osservazione 6.1. La funzione F (x− y) è pari in quanto contiene al suo interno
le derivate seconde delle funzioni vgi (x− y), le quali sono a loro volta funzioni
pari.
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Grazie all’espressione (6.101) si può riscrivere la (6.74) come:


∂ṗ(y)


∂yi
=


∫
∂Din


Kjklm
∂vP


m(x)


∂xl


∂ṗk(x− y)


∂xi
nj dSx+


−
∫
Din


∂F (x− y)


∂xi


∂vP
m(x)


∂xm
dVx (6.102)


la quale è ora direttamente integrabile rispetto alla variabile yi mediante un cam-
bio di segno14 , permettendo di ottenere il campo della pressione incrementale
prodotta da un’inclusione:


ṗ(y) = −
∫
∂Din


Kjklm
∂vP


m(x)


∂xl
ṗk(x− y)nj dSx+


+


∫
Din


F (x− y)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.103)


dove ṗk(x− y) sono le pressioni di Green.


6.4 Calcolo della pressione per la dislocazione


Il calcolo della pressione incrementale per il problema della dislocazione è
del tutto analogo a quello visto nel paragrafo precedente. Punto di partenza
sono le equazioni di equilibrio (6.66a) dalle quali si ottiene la (6.69). Si applica
l’equazione di equilibrio (6.69) al campo degli spostamenti (6.55):


∂ṗ(y)


∂yi
= −Ksirg


∂2vg(y)


∂yr∂ys
(6.104)


14 La derivata del primo membro è fatta rispetto a yi mentre nel secondo è fatta rispetto a xi: di
conseguenza l’integrazione rispetto a yi richiede il cambio di segno nel secondo membro. (Si ricordi
che le funzioni di Green sono del tipo: Gij(x− y)).
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Sostituendo la derivata seconda del campo degli spostamenti (6.65) nella prece-
dente relazione:


∂ṗ(y)


∂yi
= −


∫
∂Din


Ksirg
[
Kjklm


∂3vgk(x− y)


∂xj∂xr∂xs
+


+
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.105)


ma dalle equazioni di equilibrio (6.66b):


Kijkl
∂2vgl (x− y)


∂xi∂xk
+
∂ṗg(x− y)


∂xi
δij = 0 (6.106)


si ottiene:


Ksirk
∂3vgk(x− y)


∂xj∂xr∂xs
= Ksirg


∂3vkg (x− y)


∂xj∂xr∂xs
= −∂


2ṗk(x− y)


∂xi∂xj
(6.107)


In questo modo la (6.105) si riscrive come:


∂ṗ(y)


∂yi
=


∫
∂Din


[
Kjklm


∂2ṗk(x− y)


∂xi∂xj
+


−Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.108)


e utilizzando la funzione F (x − y) definita dalla (6.99) (o equivalentemente
dalla (6.100)), la precedente relazione diviene


∂ṗ(y)


∂yi
=


∫
∂Din


[
Kjklm


∂2ṗk(x− y)


∂xi∂xj
− ∂F (x− y)


∂xi
δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.109)


la quale è ora direttamente integrabile rispetto alla variabile yi mediante un cam-
bio di segno15 , permettendo di ottenere il campo della pressione incrementale
prodotta da una dislocazione:


ṗ(y) = −
∫
∂Din


[
Kjklm


∂ṗk(x− y)


∂xj
− F (x− y)δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.110)


15 Si veda la nota 14 nella pagina precedente.
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Figura 6.3: Sistema di riferimento per l’inclusione circolare di raggio a soggetta a una trasforma-
zione iniziale corrispondente a un’espansione (o contrazione) omotetica vP


i (x) = βxi,
ovvero uno strain euleriano puramente volumetrico di dilatazione.


6.5 Esempio: inclusione circolare


Si considera un mezzo infinito, incomprimibile, anisotropo e soggetto a
prestress contenente un’inclusione circolare di raggio a, definita dalla regione


Din =
{


(x1, x2) | x2
1 + x2


2 ≤ a2
}


(6.111)


e il cui contorno (superficie) è


∂Din =
{


(x1, x2) | x2
1 + x2


2 = a2
}


(6.112)


Tale inclusione è soggetta ad un gradiente di deformazione incrementale iniziale
∇xvP omogeneo e con variazione di volume (e dunque di tipo comprimibile),
ovvero uno strain euleriano puramente volumetrico di dilatazione. Si assume
che questo gradiente corrisponda a un’espansione (o contrazione) omotetica
dell’inclusione, ovvero:


∂vP
i (x)


∂xj
= βδij (6.113)


con β ∈ R+ \ { 0 } e lo spostamento incrementale iniziale associato a questa
trasformazione è


vP
i (x) = βxi (6.114)
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Trattandosi di un problema piano, si osserva che la traccia del gradiente dello
spostamento è pari a:


∂vP
i (x)


∂xi
= 2β (6.115)


Lo schema di riferimento è quello riportato nella figura 6.3. L’inclusione ha
il centro coincidente con l’origine del sistema di riferimento Ox1x2; il punto
sorgente x, che giace sulla superficie dell’inclusione, e il relativo vettore normale
hanno coordinate


x = { a cos θ , a sin θ } (6.116a)


n = { cos θ , sin θ } (6.116b)


Il punto y giace al di fuori dell’inclusione e in esso si valutano i campi di
spostamento e pressione incrementali. La distanza tra il punto sorgente x e il
generico punto della matrice y è definita come:


s = d(x,y) = |x− y| =
√


(a cos θ − y1)2 + (a sin θ − y2)2 (6.117)


6.5.1 Calcolo del campo di spostamento incrementale


Formulazione dell’inclusione


Il campo degli spostamenti incrementali dell’inclusione visto nel paragra-
fo 6.1 è dato dalla (6.29) che qui si riporta:


vg(y) =


∫
∂Din


Kijkl
∂vP


l (x)


∂xk
vgj (x− y)ni dSx+


+


∫
Din


ṗg(x− y)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.118)
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Tenendo conto della geometria del problema (equazioni (6.111), (6.112), (6.116))
e le relazioni (6.113) e (6.115), la precedente espressione diviene


vg(y) =


∫ 2π


0


Kijklβδlkvgj (x− y)niadθ+


+


∫ a


0


∫ 2π


0


ṗg(x− y)(2β)adθ da (6.119)


ovvero


vg(y) = βa


∫ 2π


0


Kijllvgj (x− y)ni dθ + βa2


∫ 2π


0


ṗg(x− y) dθ (6.120)


in quanto ∫ a


0


∫ 2π


0


ṗg(x− y)adθ da =
a2


2


∫ 2π


0


ṗg(x− y) dθ (6.121)


Il primo integrando può essere rielaborato come segue:


Kijllvgjni = (Kij11 +Kij22)vgjni =


= (K1j11 +K1j22)vgjn1 + (K2j11 +K2j22)vgjn2 =


= (K1111 +K1122)vg1n1 + (K1211 +K1222)vg2n1+


+ (K2111 +K2122)vg1n2 + (K2211 +K2222)vg2n2 (6.122)


ma dalle equazioni costitutive si ha K1211,K1222,K2111,K2122 = 0 e quindi la
precedente relazione si riduce a:


Kijllvgj (x− y)ni = −
(σ


2
+ p
)
vg1(x− y)n1 +


(σ
2
− p
)
vg2(x− y)n2 (6.123)


Utilizzando i parametri adimensionali η e κ si osserva che


σ


2
± p = µ(κ± η) (6.124)


e dunque la (6.123) si può riscrivere come


Kijllvgj (x− y)ni = µ
[
−(κ+ η)vg1(x− y)n1 + (κ− η)vg2(x− y)n2


]
(6.125)


Di conseguenza, l’espressione generale per il campo di spostamenti incrementali
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prodotto dall’inclusione circolare è


vg(y) = µβa


∫ 2π


0


[
−(κ+ η)vg1(x− y) cos θ + (κ− η)vg2(x− y) sin θ


]
dθ+


+ βa2


∫ 2π


0


ṗg(x− y) dθ (6.126)


Formulazione della dislocazione


Il campo degli spostamenti prodotto dall’inclusione può essere determina-
to utilizzando la formulazione della dislocazione vista nel paragrafo 6.2; in
particolare, il campo degli spostamenti incrementali è dato dalla (6.55), ovvero:


vg(y) =


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vgj (x− y)


∂xi
+ ṗg(x− y)δkl


]
vP
l (x)nk dVx (6.127)


e anche qui, se si tiene conto della geometria del problema, si ha


vg(y) = βa


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vgj (x− y)


∂xi
+ ṗg(x− y)δkl


]
xlnk dθ (6.128)


Poiché


Kijkl
∂vgj
∂xi


= K1jkl


∂vgj
∂x1


+K2jkl


∂vgj
∂x2


=


= K11kl
∂vg1
∂x1


+K12kl
∂vg2
∂x1


+K21kl
∂vg1
∂x2


+K22kl
∂vg2
∂x2


(6.129)


l’integrando può essere rielaborato come segue:


[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk =


[
K111l


∂vg1
∂x1


+K121l
∂vg2
∂x1


+K211l
∂vg1
∂x2


+


+K221l
∂vg2
∂x2


+ ṗgδ1l


]
xln1 +


[
K112l


∂vg1
∂x1


+K122l
∂vg2
∂x1


+


+K212l
∂vg1
∂x2


+K222l
∂vg2
∂x2


+ ṗgδ2l


]
xln2 (6.130)
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Un’ulteriore espansione fornisce


[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk =


[
K1111


∂vg1
∂x1


+K1211
∂vg2
∂x1


+K2111
∂vg1
∂x2


+


+K2211
∂vg2
∂x2


+ ṗg
]
x1n1 +


[
K1112


∂vg1
∂x1


+K1212
∂vg2
∂x1


+K2112
∂vg1
∂x2


+


+K2212
∂vg2
∂x2


]
x2n1 +


[
K1121


∂vg1
∂x1


+K1221
∂vg2
∂x1


+K2121
∂vg1
∂x2


+


+K2221
∂vg2
∂x2


]
x1n2 +


[
K1122


∂vg1
∂x1


+K1222
∂vg2
∂x1


+K2122
∂vg1
∂x2


+


+K2222
∂vg2
∂x2


+ ṗg
]
x2n2 (6.131)


ma dalle equazioni costitutive si ha K1211,K1222,K2111,K2122 = 0 e quindi la
precedente relazione si riduce a:


[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk =


[
K1111


∂vg1
∂x1


+K2211
∂vg2
∂x2


+ ṗg
]
x1n1+


+


[
K1212


∂vg2
∂x1


+K2112
∂vg1
∂x2


]
x2n1 +


[
K1221


∂vg2
∂x1


+K2121
∂vg1
∂x2


]
x1n2+


+


[
K1122


∂vg1
∂x1


+K2222
∂vg2
∂x2


+ ṗg
]
x2n2 (6.132)


ovvero[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk =


[(
µ∗ −


σ


2
− p
) ∂vg1
∂x1
− µ∗


∂vg2
∂x2


]
a cos2 θ+


+


[(
2µ+


σ


2
− p
) ∂vg2
∂x1


+
(


2µ− σ


2
− p
) ∂vg1
∂x2


]
a cos θ sin θ+


+


[(
µ∗ +


σ


2
− p
) ∂vg2
∂x2
− µ∗


∂vg1
∂x1


]
a sin2 θ + ṗga (6.133)
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Un’ulteriore semplificazione fornisce


[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk = a


[(
µ∗ −


σ


2
− p
)


cos2 θ − µ∗ sin2 θ


]
∂vg1
∂x1


+


+
a


2


[(
2µ+


σ


2
− p
) ∂vg2
∂x1


+
(


2µ− σ


2
− p
) ∂vg1
∂x2


]
sin(2θ)+


+ a


[(
µ∗ +


σ


2
− p
)


sin2 θ − µ∗ cos2 θ


]
∂vg2
∂x2


+ ṗga (6.134)


e utilizzando i parametri adimensionalizzati:


[
Kijkl


∂vgj
∂xi


+ ṗgδkl


]
xlnk = µa


[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ


]∂vg1
∂x1


+


+
µa


2


[
(2 + κ− η)


∂vg2
∂x1


+ (2− κ− η)
∂vg1
∂x2


]
sin(2θ)+


+ µa
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ


]∂vg2
∂x2


+ ṗga (6.135)


Dunque l’espressione generale per il campo di spostamenti incrementali pro-
dotto dall’inclusione circolare, ottenuto mediante la formulazione della disloca-
zione, è


vg(y) = µβa2


∫ 2π


0


{[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ


]∂vg1(x− y)


∂x1
+


+
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ


]∂vg2(x− y)


∂x2
+


2 + κ− η
2


sin(2θ)
∂vg2(x− y)


∂x1
+


+
2− κ− η


2
sin(2θ)


∂vg1(x− y)


∂x2
+
ṗg(x− y)


µ


}
dθ (6.136)


ed è un’espressione alternativa alla (6.126).
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6.5.2 Calcolo del campo di pressione incrementale


Formulazione dell’inclusione


Il campo di pressione incrementale dell’inclusione visto nel paragrafo 6.3 è
dato dalla (6.103), ovvero:


ṗ(y) = −
∫
∂Din


Kjklm
∂vP


m(x)


∂xl
ṗk(x− y)nj dSx+


+


∫
Din


F (x− y)
∂vP


m(x)


∂xm
dVx (6.137)


Come per il calcolo del campo di spostamento incrementale, si tiene con-
to della geometria del problema (equazioni (6.111), (6.112), (6.116)) e delle
relazioni (6.113) e (6.115), cosicché la precedente espressione diviene


ṗ(y) = −βa
∫ 2π


0


Kjklmδmlṗk(x− y)nj dθ+


+ 2β


∫ a


0


∫ 2π


0


F (x− y)adθ da (6.138)


Tenendo conto della (6.121) e osservando che il primo integrando può essere
riscritto come16


Kjkmmṗk(x− y)nj = −µ(κ+ η)ṗ1(x− y)n1 + µ(κ− η)ṗ2(x− y)n2 (6.139)


In questo modo l’espressione generale per il campo delle pressioni incrementali
prodotto dall’inclusione circolare è


ṗ(y) = −µβa
∫ 2π


0


[
−(κ+ η)ṗ1(x− y) cos θ + (κ− η)ṗ2(x− y) sin θ


]
dθ+


+ βa2


∫ 2π


0


F (x− y) dθ (6.140)


16 Per convincersi di questo è sufficiente osservare i passaggi presenti tra le espressioni (6.122)-
(6.125) e riadattarli al primo integrando della (6.138).
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Formulazione della dislocazione


Se si utilizza la formulazione della dislocazione vista nel paragrafo 6.4, il
campo della pressione incrementale dato dalla (6.110) è


ṗ(y) = −
∫
∂Din


[
Kjklm


∂ṗk(x− y)


∂xj
− F (x − y)δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.141)


e adattandola al problema in esame diviene


ṗ(y) = −βa
∫ 2π


0


[
Kjklm


∂ṗk(x− y)


∂xj
− F (x− y)δlm


]
xmnl dθ (6.142)


In maniera analoga a quanto visto prima, si può osservare che l’integrando può
essere così riscritto:[


Kjklm
∂ṗk


∂xj
− Fδlm


]
xmnl = aµ


[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ


] ∂ṗ1


∂x1
+


+
aµ


2


[
(2 + κ− η)


∂ṗ2


∂x1
+ (2− κ− η)


∂ṗ1


∂x2


]
sin(2θ)+


+ aµ
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ


] ∂ṗ2


∂x2
− aF (6.143)


e quindi l’espressione generale alternativa per il campo delle pressioni incre-
mentali prodotto dall’inclusione circolare è


ṗ(y) = −µβa2


∫ 2π


0


{[
(ξ − κ− η) cos2 θ − ξ sin2 θ


] ∂ṗ1(x− y)


∂x1
+


+
1


2


[
(2 + κ− η)


∂ṗ2(x− y)


∂x1
+ (2− κ− η)


∂ṗ1(x− y)


∂x2


]
sin(2θ)+


+
[
(ξ + κ− η) sin2 θ − ξ cos2 θ


] ∂ṗ2(x− y)


∂x2
− F (x− y)


µ


}
dθ (6.144)
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6.5.3 Caso particolare: assenza di prestress


Si osserva immediatamente che per il caso di prestress nullo (p = 0 e σ = 0,
ovvero κ = 0 e η = 0) le soluzioni (6.126) e (6.140) si riducono a:


vg(y) = βa2


∫ 2π


0


ṗg(x− y) dθ (6.145a)


ṗ(y) = 4µ2βa2ξ(1− ξ)
∫ 2π


0


∂2v1
1(x− y)


∂x2
1


dθ (6.145b)


mediante la formulazione dell’inclusione, mentre utilizzando quella della dislo-
cazione le equazioni (6.136) e (6.144) si riducono a:


vg(y) = µβa2


∫ 2π


0


{
ξ


[
∂vg1(x− y)


∂x1
− ∂vg2(x− y)


∂x2


]
cos(2θ)+


+


[
∂vg1(x− y)


∂x2
+
∂vg2(x− y)


∂x1


]
sin(2θ) +


ṗg(x− y)


µ


}
dθ (6.146)


e


ṗ(y) = −µβa2


∫ 2π


0


{
ξ


[
∂ṗ1(x− y)


∂x1
− ∂ṗ2(x− y)


∂x2


]
cos(2θ)+


+


[
∂ṗ2(x− y)


∂x1
+
∂ṗ1(x− y)


∂x2


]
sin(2θ)− F (x− y)


µ


}
dθ (6.147)


rispettivamente.


6.5.4 Caso particolare: elasticità lineare isotropa senza prestress


Nel caso di elasticità lineare isotropa senza prestress (κ = 0, η = 0, ξ = 1) si
ottiene il seguente spostamento incrementale


vg(y) = −βa
2


2π


∫ 2π


0


xg − yg
s2


dθ (6.148)


ma ∫ 2π


0


yg − (δ1g cos θ + δ2g sin θ)a


(a cos θ − y1)2 + (a sin θ − y2)2
dθ =


πyg
y2


1 + y2
2


(6.149)
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e dunque


vg(y) =
βa2


2


yg
y2


1 + y2
2


=
βa2


2


yg


|y|2
(6.150)


Utilizzando un sistema di riferimento con coordinate polari, il punto y viene
descritto come:


y = { |y| cosφ , |y| sinφ } (6.151)


da cui


cosφ =
y1


|y|
(6.152a)


sinφ =
y2


|y|
(6.152b)


Lo spostamento radiale è definito come


vr = v1 cosφ+ v2 sinφ (6.153)


e inserendovi le (6.150) e (6.152)


vr =
βa2


2


(
y1


|y|2
y1


|y|
+


y2


|y|2
y2


|y|


)
=
βa2


2|y|
(6.154)


Lo spostamento tangenziale è definito come


vθ = −v1 sinφ+ v2 cosφ (6.155)


e sostituendovi le (6.150) e (6.152)


vθ =
βa2


2


(
− y1


|y|2
y2


|y|
+


y2


|y|2
y1


|y|


)
= 0 (6.156)


Di conseguenza, il campo degli spostamenti prodotto da un’inclusione circolare
nel caso di elasticità lineare isotropa (incomprimibile) senza prestress risulta
essere solamente radiale. La soluzione elastica di Lamé è


ur(r) = ε0
a2


r
(6.157)
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(a) Materiale isotropo incomprimibile. (b) Teoria di deformazione J2 per la
plasticità.


Figura 6.4: Modulo del campo di spostamento incrementale in prossimità di un’inclusione circolare
in un mezzo infinito. L’inclusione ha raggio a ed è soggetta a una deformazione iniziale
corrispondente a un’espansione omotetica. (a) Matrice costituita da un materiale isotro-
po e incomprimibile senza prestress. (b) Matrice che segue la teoria di deformazione
J2 per la plasticità, soggetta a prestress fino al limite ellittico (N = 0.380; ε̂ = 0.657;
ε̂E = 0.658); si può notale il forte effetto del prestress il quale determina la formazione
di quattro linee di localizzazione della deformazione aventi la stessa inclinazione delle
bande di taglio (shear bands) che corrispondendono alla perdita di ellitticità.


la quale coincide con la soluzione (6.154).17 Dalla definizione della funzione
F (x− y), data dalla (6.100), si osserva immediatamente che essa si annulla per
κ = 0, η = 0, ξ = 1 e dunque la pressione incrementale nel caso di elasticità
lineare isotropa senza prestress risulta essere nulla:


ṗ(y) = 0 (6.158)


Le soluzioni incrementali illustrate nella figura 6.4 sono state ottenute me-
diante l’equazione (6.136) sia per una matrice elastica e isotropa senza pre-
stress (6.4a) sia per una matrice che segue la teoria di deformazione J2 per la
plasticità, uniformemente deformata fino al limite della regione ellittica, ma
ancora all’interno di essa (6.4b). Per questo secondo caso sono stati assunti un
esponente di incrudimento N = 0.380 e una deformazione logaritmica iniziale


17 È sufficiente porre β = 2ε0 e r = |y| =
√
y2
1 + y2


2 .
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Figura 6.5: Mezzo infinito contenente un dipolo di straight edge dislocations di lunghezza finita a
con inclinazione ψ rispetto all’asse x1.


ε̂ = 0.657, ovvero un valore molto prossimo alla perdita di ellitticità, la quale
avviene per ε̂E = 0.658.


Il notevole effetto del prestress appare evidente dalla figura 6.4 e dunque i
campi di spostamenti incrementale sono completamente differenti e la situazione in
prossimità della perdita di ellitticità mostra la generazione di campi fortemente
localizzati, concentrati e disposti parallelamente alle direzioni delle quattro ban-
de di taglio (shear bands); per un materiale che segue la teoria di deformazione
J2 con N = 0.380 le bande di taglio risultano essere inclinate di ±27.37° rispetto
all’asse x1.


6.6 Esempio: dipolo di dislocazioni


Si considera un mezzo infinito, incomprimibile, anisotropo e soggetto a
prestress contenente un dipolo di straight edge dislocations di lunghezza finita pari
ad a e vettore di Burgers b costante sulla linea di dislocazione18; si immagina che
una delle due dislocazioni sia collocata nell’origine del sistema di riferimento
O.


18 Si noti che per la dislocazione la trasformazione iniziale vP corrisponde al vettore di Burgers
b, ovvero a un salto in termini di spostamento incrementale lungo la linea di dislocazione e in
direzione parallela ad essa.
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La geometria del problema è illustrata in figura 6.5, secondo la quale si evince
subito che il punto sorgente x, che giace sulla linea del dipolo, ha coordinate


x = { ρ cosψ , ρ sinψ } (6.159)


dove ρ ∈ [0, a] è la coordinata curvilinea che parte dall’origne O e segue la linea
di dislocazione, mentre il vettore normale alla linea del dipolo e il vettore di
Burgers si esprimono come:


n = { − sinψ , cosψ } (6.160a)


vP = b = b { cosψ , sinψ } (6.160b)


essendo b = |b|. Poiché il vettore di Burgers è assunto costante, si ha una
condizione di ortogonalità tra la normale n e b, ovvero


vP ⊥ n −→ vP
i ni = 0 (6.161)


Il punto y giace al di fuori del dipolo e in esso si valutano i campi di spostamento
e pressione incrementali. La distanza tra il punto sorgente x e il generico punto
della matrice y è definita come:


s = d(x,y) = |x− y| =
√


(ρ cosψ − y1)2 + (ρ sinψ − y2)2 (6.162)


6.6.1 Calcolo del campo di spostamento incrementale


Il campo degli spostamenti incrementali della dislocazione visto nel para-
grafo 6.2 è dato dalla (6.55) che qui si riporta:


vg(y) =


∫
∂Din


[
Kijkl


∂vgj (x− y)


∂xi
+ ṗg(x− y)δkl


]
vP
l (x)nk dSx (6.163)


ma in virtù dell’ortogonalità tra n e b la precedente espressione si riduce a


vg(y) =


∫
∂Din


Kijkl
∂vgj (x− y)


∂xi
vP
l (x)nk dSx (6.164)


in quanto
δklv


P
l (x)nk = vP


k(x)nk = 0 (6.165)
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L’integrando della (6.164) risulta essere analogo a quello visto nel paragrafo
precedente, dunque le relazioni (6.129)-(6.133) sono ancora valide, ma il termine
relativo alla pressione di Green svanisce e si sostituisce vP


l a xl. In particolare, si
ha:


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk =


∂vgj
∂xi


[
Kij11v


P
1n1 +Kij12v


P
2n1 +Kij21v


P
1n2+


+Kij22v
P
1n2


]
(6.166)


ovvero


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk =


∂vg1
∂x1


[
K1111v


P
1n1 +K1112v


P
2n1 +K1121v


P
1n2 +K1122v


P
1n2


]
+


+
∂vg1
∂x2


[
K2111v


P
1n1 +K2112v


P
2n1 +K2121v


P
1n2 +K2122v


P
1n2


]
+


+
∂vg2
∂x1


[
K1211v


P
1n1 +K1212v


P
2n1 +K1221v


P
1n2 +K1222v


P
1n2


]
+


+
∂vg2
∂x2


[
K2211v


P
2n1 +K2212v


P
2n1 +K2221v


P
1n2 +K2222v


P
1n2


]
(6.167)


ma dalle equazioni costitutive si ha K1211 = K1222 = K2111 = K2122 = 0 e
quindi la precedente relazione si riduce a:


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk =


∂vg1
∂x1


[
K1111v


P
1n1 +K1122v


P
1n2


]
+


+
∂vg1
∂x2


[
K2112v


P
2n1 +K2121v


P
1n2


]
+
∂vg2
∂x1


[
K1212v


P
2n1 +K1221v


P
1n2


]
+


+
∂vg2
∂x2


[
K2211v


P
2n1 +K2222v


P
1n2


]
(6.168)
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Tenendo conto delle (6.160) si ha


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk = − b


2
sin(2ψ)


(
2µ∗ −


σ


2
− p
) ∂vg1
∂x1


+


+


[(
µ− σ


2


)
b cos2 ψ − (µ− p)b sin2 ψ


]
∂vg1
∂x2


+


[
(µ− p)b cos2 ψ+


−
(
µ+


σ


2


)
b sin2 ψ


]
∂vg2
∂x1


+
b


2
sin(2ψ)


(
2µ∗ +


σ


2
− p
) ∂vg2
∂x2


(6.169)


e tenendo conto del vincolo di incomprimibilità19,


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk = b sin(2ψ)(p− 2µ∗)


∂vg1
∂x1


+


+ b


[(
µ− σ


2


)
cos2 ψ − (µ− p) sin2 ψ


]
∂vg1
∂x2


+


+ b


[
(µ− p) cos2 ψ −


(
µ+


σ


2


)
sin2 ψ


]
∂vg2
∂x1


(6.170)


Utilizzando i parametri adimensionali ξ, η e κ si osserva che


µ− p = µ(1− η) (6.171a)


µ± σ


2
= µ(1± κ) (6.171b)


p− 2µ∗ = µ(η − 2ξ) (6.171c)


e dunque la (6.170) si può riscrivere come


Kijkl
∂vgj
∂xi


vP
l nk = µb(η − 2ξ) sin(2ψ)


∂vg1
∂x1


+ µb
[
(1− κ) cos2 ψ+


− (1− η) sin2 ψ
]∂vg1
∂x2


+ µb
[
(1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ


]∂vg2
∂x1


(6.172)


19 Si ricorda che il vincolo di incomprimibilità si esprime come


∂vg2
∂x2


= −
∂vg1
∂x1
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Si definiscono i seguenti coefficienti come funzioni dell’angolo di inclinazione
del dipolo ψ, del prestress, nonché dei parametri del materiale:


Ω1(ψ) = (η − 2ξ) sin(2ψ) (6.173a)


Ω2(ψ) = (1− κ) cos2 ψ − (1− η) sin2 ψ (6.173b)


Ω3(ψ) = (1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ (6.173c)


e in definitiva il campo di spostamento incrementale prodotto dal dipolo di
straight edge dislocations è dato da:


vg(y, ψ) = µb


∫ a


0


[
Ω1(ψ)


∂vg1(y, ψ, ρ)


∂x1
+ Ω2(ψ)


∂vg1(y, ψ, ρ)


∂x2
+


+ Ω3(ψ)
∂vg2(y, ψ, ρ)


∂x1


]
dρ (6.174)


6.6.2 Calcolo del campo di pressione incrementale


Il campo della pressione incrementale per la dislocazione visto nel paragra-
fo 6.4 è dato dalla (6.110), ovvero:


ṗ(y) = −
∫
∂Din


[
Kjklm


∂ṗk(x− y)


∂xj
− F (x− y)δlm


]
vP
m(x)nl dSx (6.175)


il quale, in virtù dell’ortogonalità tra n e b, si riduce a


ṗ(y) = −
∫
∂Din


Kijkl
∂ṗj(x− y)


∂xi
vP
l (x)nk dSx (6.176)


In maniera del tutto analoga ai passaggi (6.166)-(6.169) si può rielaborare l’inte-
grando della precedente espressione, ottenendo:


Kijkl
∂ṗj


∂xi
vP
l nk = − b


2
sin(2ψ)


(
2µ∗ −


σ


2
− p
) ∂ṗ1


∂x1
+


+ b


[(
µ− σ


2


)
cos2 ψ − (µ− p) sin2 ψ


]
∂ṗ1


∂x2
+ b


[
(µ− p) cos2 ψ+


−
(
µ+


σ


2


)
sin2 ψ


]
∂ṗ2


∂x1
+
b


2
sin(2ψ)


(
2µ∗ +


σ


2
− p
) ∂ṗ2


∂x2
(6.177)
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Utilizzando come prima i parametri adimensionali ξ, η e κ, alle relazioni (6.171)
si aggiunge la seguente:


2µ∗ ±
σ


2
− p = µ(2ξ ± κ− η) (6.178)


e quindi la (6.177) si riscrive come:


Kijkl
∂ṗj


∂xi
vP
l nk =


µb


2
(κ+ η − 2ξ) sin(2ψ)


∂ṗ1


∂x1
+ µb


[
(1− κ) cos2 ψ+


− (1− η) sin2 ψ
]∂ṗ1


∂x2
+ µb


[
(1− η) cos2 ψ − (1 + κ) sin2 ψ


]∂ṗ2


∂x1
+


+
µb


2
(κ− η + 2ξ) sin(2ψ)


∂ṗ2


∂x2
(6.179)


In maniera analoga al calcolo del campo di spostamento incrementale si defi-
niscono altri coefficienti come funzioni dell’angolo di inclinazione del dipolo
ψ, del prestress, nonché dei parametri del materiale, per poter riscrivere la
precedente relazione:


Ω4(ψ) =
1


2
(κ+ η − 2ξ) sin(2ψ) (6.180a)


Ω5(ψ) =
1


2
(κ− η + 2ξ) sin(2ψ) (6.180b)


e in definitiva il campo di pressione incrementale prodotto dal dipolo di straight
edge dislocations è dato da:


ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a


0


[
Ω2(ψ)


∂ṗ1(y, ψ, ρ)


∂x2
+ Ω3(ψ)


∂ṗ2(y, ψ, ρ)


∂x1
+


+ Ω4(ψ)
∂ṗ1(y, ψ, ρ)


∂x1
+ Ω5(ψ)


∂ṗ2(y, ψ, ρ)


∂x2


]
dρ (6.181)
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6.6.3 Caso particolare: assenza di prestress


Si osserva immediatamente che per il caso di prestress nullo (p = 0 e σ = 0,
ovvero κ = 0 e η = 0) le soluzioni (6.174) e (6.181) si riducono a:


vg(y, ψ) = µb


∫ a


0


{
−2ξ sin(2ψ)


∂vg1(y, ψ, ρ)


∂x1
+


+


[
∂vg1(y, ψ, ρ)


∂x2
+
∂vg2(y, ψ, ρ)


∂x1


]
cos(2ψ)


}
dρ (6.182)


e


ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a


0


{[
∂ṗ1(y, ψ, ρ)


∂x2
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)


∂x1


]
cos(2ψ)+


− ξ
[
∂ṗ1(, ψ)


∂x1
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)


∂x2


]
sin(2ψ)


}
dρ (6.183)


rispettivamente.


6.6.4 Caso particolare: elasticità lineare isotropa senza prestress


Nel caso di elasticità lineare isotropa senza prestress (κ = 0, η = 0, ξ = 1) e
considerando il caso di dipolo giacente sull’asse x1, ovvero ψ = 0, si ottengono:


vg(y, ψ) = µb


∫ a


0


[
∂vg1(y, ψ, ρ)


∂x2
+
∂vg2(y, ψ, ρ)


∂x1


]
dρ (6.184a)


ṗ(y, ψ) = −µb
∫ a


0


[
∂ṗ1(y, ψ, ρ)


∂x2
+
∂ṗ2(y, ψ, ρ)


∂x1


]
dρ (6.184b)
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Le derivate delle funzioni di Green per il materiale elastico lineare isotropo e
incomprimibile in condizioni di plane strain sono date da:


∂v1
1(x− y)


∂x2
= − (x2 − y2)


4πµs4


[
3(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2


]
(6.185a)


∂v2
2(x− y)


∂x1
= − (x1 − y1)


4πµs4


[
(x1 − y1)2 + 3(x2 − y2)2


]
(6.185b)


∂v1
2(x− y)


∂x1
= − (x2 − y2)


4πµs4


[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2


]
=
∂v2


1


∂x1
(6.185c)


∂v2
1(x− y)


∂x2
=


(x1 − y1)


4πµs4


[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2


]
=
∂v1


2


∂x2
(6.185d)


per lo spostamento, mentre quelle per la pressione sono date da:


∂ṗ1(x− y)


∂x2
=
∂ṗ2(x− y)


∂x1
=


(x1 − y1)(x2 − y2)


πs4
(6.186)


Notando che


∂v1
1(x− y)


∂x2
+
∂v1


2(x− y)


∂x1
= − (x1 − y1)2(x2 − y2)


πs4
(6.187a)


∂v2
1(x− y)


∂x2
+
∂v2


2(x− y)


∂x1
= − (x1 − y1)(x2 − y2)2


πs4
(6.187b)


e tenendo conto che ψ = 0, le (6.184a) divengono:


v1(y) = − b
π


∫ a


0


(x1 − y1)2(x2 − y2)


s4
dx1 =


=
by2


π


∫ a


0


(x1 − y1)2[
(x1 − y1)2 + y2


2


]2 dx1 (6.188)


e


v2(y) = − b
π


∫ a


0


(x1 − y1)(x2 − y2)2


s4
dx1 =


= −by
2
2


π


∫ a


0


x1 − y1[
(x1 − y1)2 + y2


2


]2 dx1 (6.189)
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per le componenti lungo x1 e x2 rispettivamente. Le primitive degli integrandi
che compaiono nella (6.188) e nella (6.189) sono:∫


(x1 − y1)2[
(x1 − y1)2 + y2


2


]2 dx1 =
1


2y2
arctan


(
x1 − y1


y2


)
+


− x1 − y1


(x1 − y1)2 + y2
2


+ cost1 (6.190)


e ∫
x1 − y1[


(x1 − y1)2 + y2
2


]2 dx1 = −1


2


1


(x1 − y1)2 + y2
2


+ cost2 (6.191)


e dunque


v1 =
b


2π


[
arctan


(
x1 − y1


y2


)
− 2(x1 − y1)y2


(x1 − y1)2 + y2
2


+ cost3


]x1=a


x1=0


(6.192a)


v2 =
b


2π


[
y2


2


(x1 − y1)2 + y2
2


+ cost4


]x1=a


x1=0


(6.192b)


dove


cost3 =
by2


π
cost1 (6.193a)


cost4 = −by
2
2


π
cost2 (6.193b)


Si richiede che v1(y1, 0) = 0 e dunque


b


2π


(π
2


+ cost3
)


= 0 −→ cost3 = − b
4


(6.194)


Inoltre ci si accorge che


arctan


(
x1 − y1


y2


)
− π


2
= arctan


(
y2


x1 − y1


)
(6.195)
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Nella (6.192b) si sceglie come costante


cost4 = −1


2
(6.196)


che corrisponde a un moto rigido, e fornisce:


y2
2


(x1 − y1)2 + y2
2


− 1


2
=


1


2


y2
2 − (x1 − y1)2


(x1 − y1)2 + y2
2


(6.197)


la quale è un’espressione simmetrica in y1 e y2. Per quanto riguarda la pressione,
si osserva che


∂ṗ1(x− y)


∂x2
+
∂ṗ2(x− y)


∂x1
= 2


(x1 − y1)(x2 − y2)


πs4
(6.198)


quindi la (6.184b) diviene:


ṗ(y) =
2µby2


π


∫ a


0


(x1 − y1)[
(x1 − y1)2 + y2


2


]2 dx1 (6.199)


la quale è facilmente integrabile. In conclusione, il campo di spostamento
prodotto da un dipolo di straight edge dislocations in un materiale elastico lineare
isotropo incomprimibile e omogeneo, allineato con l’asse x1, è dato da


v1 =
b


2π


[
arctan


(
y2


x1 − y1


)
− 2(x1 − y1)y2


(x1 − y1)2 + y2
2


]x1=a


x1=0


(6.200a)


v2 = − b


4π


[
(x1 − y1)2 − y2


2


(x1 − y1)2 + y2
2


]x1=a


x1=0


(6.200b)


mentre il campo di pressione è


ṗ(y) = −µby2


π


[
1


(x1 − y1)2 + y2
2


]x1=a


x1=0


(6.201)


Da notare che le (6.200) e (6.201) coincidono con le soluzioni riportate in lette-
ratura [14] mediante sovrapposizione degli effetti di due dislocazioni singole
all’interno di un mezzo infinito.
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6.6.5 La soluzione lungo la linea di dislocazione


I campi di spostamento e sforzo incrementali possono essere calcolati esplici-
tamente lungo la linea di dislocazione utilizzando le equazioni (6.174) e (6.181)
e facendo le seguenti considerazioni sulla struttura delle funzioni di Green. Con
riferimento alla figura 6.5 a pagina 174, il punto y ha coordinate


y = { w cosφ ,w sinφ } (6.202)


e se ci si mette sulla linea di dislocazione, ovvero per φ = ψ con ψ costante, le
nuove coordinate sono


y = (ρ+ z) { cosψ , sinψ } = ρy { cosψ , sinψ } (6.203)


dove ρy = ρ+ z individua la distanza del punto y lungo la linea di dislocazione
a partire dall’origine O; in questo particolare caso (che corrisponde ad assumere
ε = 0) la distanza reciproca tra i punti x e y definita dalla (6.162) si esprime
come


s = |x− y| = z (6.204)


Questi elementi ci permettono di riscrivere i gradienti delle funzioni di Green
per lo spostamento e lo sforzo incrementale in funzione della distanza reciproca
z come


∂vgi (z, ψ)


∂xj
=


1


z


∂v̄gi (ψ)


∂xj
(6.205a)


∂ṗg(z, ψ)


∂xj
=


1


z2


∂ ˙̄pg(ψ)


∂xj
(6.205b)


dove v̄gi e ˙̄pg sono funzioni della sola variabile ψ. In questa forma, ovvero
con la dipendenza da z resa esplicita, è possibile effettuare l’integrazione su ρ
mediante cambio di variabile. In particolare si osserva che:∫ a


0


dρ


z
=


∫ a


0


dρ


ρy − ρ
=
[
− ln(ρy − ρ)


]ρ=a
ρ=0


= ln


(
ρy


ρy − a


)
(6.206)
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(a) Sistema di riferimento. (b) ψ = 0.


(c) ψ = π/6. (d) ψ = π/6.


(e) ψ = π/6. (f ) ψ = π/6.


Figura 6.6: Livelli del modulo del campo di spostamento incrementale prodotti dall’emissione
di un dipolo di straight edge dislocations di lunghezza a e inclinato di un angolo ψ
rispetto all’asse x1 di ortotropia (a) considerando un materiale che segue la teoria di
deformazione J2, deformato omogeneamente al limite del confine ellittico. Queste
immagini sono state ottenute assumendo un parametro di incrudimento N = 0.363 e
una deformazione ε̂ = 0.610.
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0 a
ρy


vg(ρy , ψ)


(a) Andamento qualitativo di vg(ρy , ψ).


0 a
ρy


ṗ(ρy , ψ)


(b) Andamento qualitativo di ṗ(ρy , ψ).


Figura 6.7: Rappresentazione qualitativa dell’andamento delle soluzioni in termini di spostamento
incrementale (6.209) e di pressione incrementale (6.210) lungo la linea di dislocazione.


e in maniera analoga∫ a


0


dρ


z2
=


∫ a


0


dρ


(ρy − ρ)2
=


1


ρy − ρ


∣∣∣∣ρ=a
ρ=0


=
a


(ρy − a)ρy
(6.207)


ricordando che si assume il seguente intervallo di definizione:


ρy ∈ (−∞, 0) ∪ (a,+∞) (6.208)


In conclusione, i campi di spostamento e sforzo incrementale lungo la linea di
dislocazione sono dati da:


vg(ρy, ψ) = µb ln


(
ρy


ρy − a


)[
Ω1(ψ)


∂v̄g1(ψ)


∂x1
+ Ω2(ψ)


∂v̄g1(ψ)


∂x2
+


+ Ω3(ψ)
∂v̄g2(ψ)


∂x1


]
(6.209)


e


ṗ(ρy, ψ) = − µba


(ρy − a)ρy


[
Ω2(ψ)


∂ ˙̄p1(ψ)


∂x2
+ Ω3(ψ)


∂ ˙̄p2(ψ)


∂x1
+ Ω4(ψ)


∂ ˙̄p1(ψ)


∂x1
+


+ Ω5(ψ)
∂ ˙̄p2(ψ)


∂x2


]
(6.210)
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rispettivamente. Si può notare che questi campi possiedono dei comportamenti
asintotici differenti in prossimità degli estremi del dipolo (ovvero in prossimità
dei punti ρy = 0 e ρy = a). Infatti, il campo di spostamento mostra una singo-
larità logaritmica (similmente a quanto scoperto da Eshelby [14], figura 6.7a
nella pagina precedente), mentre lo sforzo mostra una singolarità del tipo 1/z


(figura 6.7b a fronte).


6.7 Il trattamento numerico delle equazioni integra-
li


Le equazioni integrali sul contorno (6.174) e (6.181) coinvolgono un integrale
di Cauchy per l’equazione (6.174) e un integrale ipersingolare per l’equazio-
ne (6.181). L’uso di queste equazioni implica la conoscenza del gradiente delle
funzioni di Green per lo spostamento e per la pressione incrementali; la prima è
data da Bigoni & Capuani [1] e non viene riportata, mentre la seconda può esse-
re ottenuta dalle equazioni (48) e (62) date da Bigoni & Capuani [1], dimodoché
si arriva alle seguenti espressioni finali:


ṗg,j =
1


2πs4


[
1− k


1 + k


1


γ
δ1g
1


√
−γ2 + γ


δ1g
2


√
−γ1


]{
(δ1gδ1j − δ2gδ2j)


×
[
(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2


]
+ 2(δ1gδ2j + δ2gδ1j)(x1 − y1)(x2 − y2)


}
+


+
1


2π2(1 + k)


∫ π


0


ζgj(x,y, α) dα+
k


π2(1 + k)


∫ π
2


0


Ξgj(x,y, α) dα (6.211)


dove ζgj(x,y, α) e Ξgj(x,y, α) sono funzioni (non riportate per brevità) della
distanza tra il punto sorgente x e il punto generico y e dell’angolo α, come
definite da Bigoni & Capuani [1, figura 1]; i coefficienti γ1 e γ2 sono anch’essi
definiti in Bigoni & Capuani [1, equazione (15)]. Si noti che δ1g , δ2g , δ1j e δ2j sono
tutte funzioni delta di Kronecker e assumono i valori 0 o 1. Si noti inoltre che il
termine ζgj(x,y, α) è correlato al gradiente dello sforzo nominale idrostatico
di Green, mentre il termine Ξgj(x,y, α) è correlato al gradiente secondo della
velocità di Green.


Il calcolo numerico dell’equazione integrale sul contorno (6.174) richiede
il seguente trattamento. Per prima cosa si introduce il sistema di riferimento
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illustrato nella figura 6.5 a pagina 174 dove


x = { ρ cosψ , ρ sinψ } (6.212a)


y = { w cosφ ,w sinφ } (6.212b)


e


φ = arctan


(
y2


y1


)
(6.213a)


w =
√
y2


1 + y2
2 (6.213b)


ovvero


y1 − x1 = (ρy − ρ) cosψ − ε sinψ (6.214a)


y2 − x2 = (ρy − ρ) sinψ + ε cosψ (6.214b)


dove ε può divenire un parametro piccolo a piacere, ed inoltre si hanno


ε = w sin(φ− ψ) (6.215a)


ρy = w cos(φ− ψ) (6.215b)


Si introduce il seguente cambio di variabile:


z = ρy − ρ (6.216)


cosicché


y1 − x1 = z cosψ − ε sinψ (6.217a)


y2 − x2 = z sinψ + ε cosψ (6.217b)


Dalla figura 6.5 a pagina 174 si può notare che il punto y è arbitrario mentre
il punto sorgente x si muove lungo la linea di dislocazione ρ ∈ [0, a]. Di
conseguenza la variabile z si annulla per tutti i punti y la cui proiezione giace
all’interno della linea di dislocazione ρy ∈ (0, a), mentre è non nulla per i punti
la cui proiezione giace all’esterno, ovvero per ρy /∈ (0, a); in questo modo il
problema nel trattamento delle equazioni (6.174) e (6.181) si presenta quando
ρy ∈ (0, a). In questa situazione si può considerare ε piccolo a piacere ma


188 Luca Prakash Argani







6.7 | IL TRATTAMENTO NUMERICO DELLE EQUAZIONI INTEGRALI


diverso da zero mentre la variabile z può essere espansa nell’intorno di zero.


Utilizzando la (6.216) l’integrale presente nella (6.174) può essere scritto
nella seguente forma:


ṽ =


∫ ρy


ρy−a


z ± ε
z2 + ε2


G(ε, z) dz (6.218)


dove


G(ε, z) =


∫ π
2


0


∆(ε, z, α) dα (6.219)


nella quale la funzione ∆(ε, z, α) assume un’espressione complicata che non
viene riportata per brevità. Di conseguenza l’espanzione in serie di Taylor della
funzione ∆(ε, z, α) nella variabile z fornisce


∆(ε, z, α) = ∆̃(ε, z, α) +O(z2) (6.220)


dove


∆̃(ε, z, α) = ∆(ε, 0, α) +
∂∆(ε, z, α)


∂z


∣∣∣∣
z=0


z (6.221)


e dunque la funzione G(ε, z) può essere regolarizzata come


G(ε, z) =


∫ π
2


0


[
∆(ε, z, α)− ∆̃(ε, z, α)


]
dα+


∫ π
2


0


∆(ε, 0, α) dα+


+ z


∫ π
2


0


∂∆(ε, z, α)


∂z


∣∣∣∣
z=0


dα (6.222)


dove la derivata della funzione ∆(ε, z, α) nella variabile z può essere facilmen-
te calcolata anche se assume un’espressione complicata, la quale non viene
riportata per brevità.


In conclusione, invece di utilizzare direttamente l’integrale (6.218) è possibile
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Figura 6.8: Livelli del modulo del campo di spostamento prodotti dall’emissione di un dipolo
di straight edge dislocations di lunghezza a in un mezzo elastico infinito, isotropo e
incomprimibile senza prestress. Si può notare la netta differenza di comportamento
rispetto ai casi in cui il materiale è vicino al confine ellittico, illustrati nella figura 6.6 a
pagina 185.


sfruttare la sua versione regolarizzata, che si esprime come


ṽ(ε, ρy) =


∫ ρy


ρy−a


z ± ε
z2 + ε2


{∫ π
2


0


[
∆(ε, z, α)− ∆̃(ε, z, α)


]
dα


}
dz+


+


[
z − ε arctan


(z
ε


)
± ε log


√
z2 + ε2


]z=ρy
z=ρy−a


∫ π
2


0


∂∆(ε, z, α)


∂z


∣∣∣∣
z=0


dα+


+


[
± arctan


(z
ε


)
+ log


√
z2 + ε2


]z=ρy
z=ρy−a


∫ π
2


0


∆(ε, 0, α) dα (6.223)


nella quale i termini singolari sono stati calcolati esplicitamente. L’equazione
integrale per l’incremento di pressione nel piano (6.181) può essere trattata in
maniera analoga a quanto fatto per ottenere la (6.223); quest’ulitma è stata utiliz-
zata nel paragrafo 6.8 per calcolare i valori numerici del campo di spostamento
incrementale in prossimità di un dipolo di dislocazioni.
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6.8 Crescita di dislocazioni in un metallo in prossi-
mità del confine ellittico


Implementando l’equazione (6.174), attraverso la sua forma regolarizza-
ta (6.223), è possibile analizzare l’effetto del prestress su di un materiale metal-
lico deformato in prossimità del confine ellittico. Come esempio si assume il
caso di dipolo di straight edge dislocations (che può essere pensato alla stregua di
una “super dislocazione”, ovvero una collezione di dislocazioni spalmate lungo
una specifica direzione) di lunghezza a, nell’ipotesi di un materiale che segue
la teoria di deformazione J2 assumendo un parametro di incrudimento pari a
N = 0.363


Il modulo del campo di spostamento incrementale per un vettore di Burger
di lunghezza unitaria e una deformazione iniziale ε̂ = 0.610 (ovvero materiale
vicino al limite ellittico dato da ε̂E = 0.642, tuttavia ancora all’interno della
regione ellittica) è illustrato nella figura 6.6 a pagina 185 per vari angoli di
inclinazione ψ del dipolo rispetto all’asse di ortotropia (si veda lo schema di
riferimento riportato nella figura 6.6a a pagina 185).


Si noti che la soluzione dipende dal parametro di prestress η che è stato as-
sunto pari a 0.490. Inoltre sono state considerati i seguenti angoli di inclinazione:
ψ = { 0, π/6, π/4, π/3, π/2 }.


È altrettanto importante notare che la perturbazione indotta da un dipolo
di dislocazioni è diverso da quella indotta da un dipolo di forze (analizzato
da Bigoni & Capuani [1]). Infatti, dipoli di forze e dislocazioni possono pro-
durre effetti simili solo in zone molto distanti dalle sorgenti e sotto l’ipotesi di
assenza di prestress [77]. Uno studio della connessione tra dipoli di forze e di
dislocazioni è riportato nell’Appendice C.


In tutti i casi riportati nella figura 6.6 a pagina 185 si può osservare la
formazione di zone in cui la deformazione è più intensa; queste zone sono
allineate con l’inclinazione delle bande di taglio (shear bands) che risulta essere
pari a±27.37° rispetto all’asse x1 quando si raggiunge la perdita di ellitticità. La
risposta del materiale a distanza dal confine ellittico è completamente diversa,
come illustrato nella figura 6.8 a fronte, la quale fa riferimento a un materiale
isotropo e incomprimibile senza prestress.


L’attività di dislocazione è innescata da una considerevole crescita dello
sforzo di taglio e questo accade per materiali fortemente prestressati lungo le
direzioni preferenziali illustrate nella figura 6.6 a pagina 185; di conseguenza si
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evince che tale attività tende ad essere fortemente incentivata lungo le sopraci-
tate direzioni. Quindi l’attivazione di altre dislocazioni produce un ulteriore
incremento dello sforzo di taglio lungo le stesse direzioni, ovvero produce una
sorta di “effetto a cascata”, il quale fa raggruppare la formazione di dislocazioni
lungo le bande di taglio. Questo effetto può costituire una valida spegazione
del fatto che l’accumulo di scorrimento che si genera su bande di taglio attive
può essere fino a tre ordini di grandezza maggiore rispetto a quello prodotto da
una singola dislocazione [38].


Si può concludere affermando che il prestress si è rivelato essere un fattore
importante nel meccanismo di attivazione e raggruppamento di dislocazioni
nei materiali metallici duttili deformati in prossimità del confine ellittico. In
queste severe condizioni, la soluzione trovata per la edge dislocation (valida per
l’elasticità non lineare incrementale con lo stato attuale considerato omogeneo)
mostra la generazione di trame di deformazione fortemente localizzate, le quali
possono innescare la generazione “a cascata” di altre dislocazioni lungo le di-
rezioni delle bande di taglio. Questa conclusione è limitata dall’assunzione di
omogeneità del prestress (che è la condizione che permette di ottenere una solu-
zione analitica), tuttavia la soluzione trovata riesce a modellare correttamente la
situazione quando viene emesso un dipolo di dislocazioni.
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Capitolo 7
FUNZIONI DI GREEN


TRIDIMENSIONALI


Si generalizza al caso tridimensionale il problema della forza concentrata
in un mezzo infinito, elastico, incomprimibile, anisotropo e soggetto a
prestress. Si illustrano alcuni esempi di dipoli di forze agenti in un mezzo
infinito in regime assialsimmetrico al fine di analizzare la localizzazione
della deformazione generata da alti livelli di prestress.


L
A RISPOSTA di un solido elastico non lineare deformato omogenea-
mente soggetto ad un’azione perturbativa è la chiave per l’analisi di
molteplici e importanti problemi, ad esempio la biforcazione di un
blocco elastico [2, 5] o di strutture multistrato [42–45], la propagazio-


ne di onde [46, 47], la determinazione del campo di sforzo in prossimità di una
frattura [48–51] e lo sviluppo di bande di taglio [32, 39]. In queste indagini la
disponibilità di una funzione di Green per un corpo infinito permette il tratta-
mento di problemi “complessi” (ad esempio il campo di sforzo in prossimità
di una dislocazione in un solido prestressato, Argani et al. [16]) e permette lo
sviluppo di equazioni integrali sul contorno e le relative tecniche di elementi
al contorno. Nonostante la sua importanza, il primo set di funzioni di Green
per solidi elastici incomprimibili deformati omogeneamente è stato dato da [52]
e ottenuto esplicitamente per il caso di elasticità bidimensionale da Bigoni &
Capuani [1]. Successivamente, le funzioni di Green sono state ottenute per
problemi time-harmonic [9, 53] e sono state proposte formulazioni per elementi
al contorno [10, 29, 30]. Tuttavia tutti questi risultati sono limitati al caso di
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elasticità piana e dunque l’unico contributo valido per il caso tridimensionale
rimane quello di Willis [52].


In questo capitolo si ottengono le funzioni di Green per il corpo infinito
per lo spostamento e la pressione incremenlati in un solido elastico non lineare
incomprimibile deformato omogeneamente. Per mezzo di queste funzioni di
Green si ottiene il set delle equazioni integrali sul contorno per la risposta
incrementale di un solido elastico omogeneamente prestressato, gettando le basi
per tecniche di elementi al contorno. Questi risultati 1 sono la generalizzazione
di Bigoni & Capuani [1] al caso di elasticità tridimensionale e si applicano, come
caso particolare, all’elasticità di Mooney-Rivlin e alla teoria di deformazione
J2 per la plasticità. Quest’ultimo caso permette l’analisi della localizzazione
della deformazione indotta da un dipolo di forze perturbativo in un contesto di
elasticità tridimensionale. Per questa situazione si dimostra che gli spostamenti
incrementali sono localizzati su un cono (che possiede base circolare solo in
particolari casi) di strain di taglio incrementali concentrati, i quali differiscono
dalle ben note bande di taglio nel piano. Questo risultato consente di spiegare
la ben conosciuta rottura a cono e sfera di barre metalliche duttili (si veda
ad esempio Dieter [54]) e la zona di rottura conica osservata da Desrues et
al. [55] in campioni cilindrici di materiale granulare. Inoltre può essere correlato
al meccaniscmo di frattura conico osservato in materiali fragili come il vetro
(Lawn [56]), il policarbonato (figura 1.2 a pagina 5) e rocce soggette a impatti,
ad esempio i coni di frantumazione trovati nelle rocce circostanti all’impatto di
meteoriti o siti di test nucleari sotterranei (French [57] e Sagy et al. [58]).


7.1 Il set delle funzioni di Green


In una descrizione lagrangiana relativa, un corpo elastico soggetto a prestress
è caratterizzato da una relazione lineare (si veda Bigoni [77] per maggiori detta-
gli) tra l’incremento2 dello stress nominale tij e il gradiente dello spostamento
incrementale vi,j


ṫij = Kijkl
∂vl
∂xk


+ ṗδij (7.1)


1 I risultati presentati in questo capitolo possono essere applicati come caso particolare del flusso
viscoso linearizzato di un fluido incomprimibile e ortotropo, per il quale si forniscono per la prima
volta i set della funzione di Green per il corpo infinito e delle equazioni al contorno.


2 Gli incrementi sono rappresentati da un punto posto sovrapposto ai simboli interessati.
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dove δij è la delta di Kronecker e ṗ rappresenta la pressione incrementale (p =


trT /3, dove T è lo sforzo di Cauchy), la quale gioca il ruolo di un moltiplicatore
di Lagrange correlato al vincolo di incomprimibilità, ovvero la richiesta che il
campo di velocità vi sia solenoidale


∂vk
∂xk


= 0 (7.2)


Si noti che il tensore costitutivo incrementale Kijkl non possiede le simmetrie
minori, mentre quella maggiore deriva dall’esistenza di un potenziale W (∇v)


tale che


Kijkl =
∂2W


∂[∇v]ji∂[∇v]lk
(7.3)


dove
[∇v]ji =


∂vj
∂xi


(7.4)


e questa assunzione varrà per l’intero capitolo. Le equazioni di equilibrio
incrementale sono


∂ṫij
∂xi


+ ḟj = 0 (7.5)


dove ḟ è l’incremento della forza di volume.


Il set delle funzioni di Green è composto dalle funzioni di Green per gli
spostamenti incrementali vgi e per la pressione incrementale ṗg. Lo stress di
Green è definito come


ṫgij = Kijkl
∂vgl
∂xk


+ ṗg (7.6)


e deve soddisfare le equazioni di equilibrio


ṫgij
∂xi


+ δjgδ(x) = 0 (7.7)


dove δ(x) è la funzione delta in tre dimensioni e x è il generico punto materiale.


Tenendo conto della (7.6), l’equazione di equilibrio (7.7) può essere riscritta
come


Kijkl
∂2vgl
∂xk∂xi


+
∂ṗg


∂xj
+ δjgδ(x) = 0 (7.8)
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Si utilizza l’espansione in onde piane della funzione delta, espressa come


δ(x) = − 1


8π2


∫
|ω|=1


δ
′′
(ω · x) dω (7.9)


e in maniera analoga l’espansione in onde piane dello spostamento e della
pressione incrementali sono dati da:


vgk(x) = − 1


8π2


∫
|ω|=1


v̂gk(ω · x) dω (7.10a)


ṗg(x) = − 1


8π2


∫
|ω|=1


p̂g(ω · x) dω (7.10b)


dove con (·)′ si intende la derivazione rispetto all’argomento (ω · x). In virtù
delle (7.9) e (7.10) le equazioni di equilibrio (7.8) si riscrivono come:


Kijkl
∂2


∂xk∂xi


[
v̂gl (ω · x)


]
+


∂


∂xj


[
p̂g(ω · x)


]
+ δjgδ


′′
(ω · x) = 0 (7.11)


Ma poiché
∂(ωkxk)


∂xj
=
∂ωk
∂xj


xk + ωkδjk = ωj (7.12)


ne consegue che
∂


∂xi


[
v̂gl (ω · x)


]
= ωj


(
v̂gl
)′


(ω · x) (7.13)


e dunque


∂2


∂xk∂xi


[
v̂gl (ω · x)


]
= ωi


∂


∂xk


[(
v̂gl
)′


(ω · x)
]


= ωiωk
(
v̂gl
)′′


(ω · x) (7.14)


mentre
∂


∂xj


[
p̂g(ω · x)


]
= ωj


(
p̂g
)′


(ω · x) (7.15)


e sostituendo le (7.14) e (7.15) nella (7.11) si ottiene:


ωiKijkl ωk
(
v̂gl
)′′


(ω · x) + ωj
(
p̂g
)′


(ω · x) + δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.16)
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Si definisce il tensore acustico Ajl(ω):


Ajl(ω) = ωiKijkl ωk (7.17)


il quale risulta essere simmetrico se Kijkl ha la maggiore simmetria; si noti che
per il modello di materiale di Biot questa condizione è verificata. La (7.16) si
riscrive come:


Ajl(ω)
(
v̂gl
)′′


(ω · x) + ωj
(
p̂g
)′


(ω · x) + δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.18)


L’equazione di incomprimibilità (7.2) nel dominio trasformato diviene:


− 1


8π2


∫
|ω|=1


ωk
(
v̂gk
)′


(ω · x) dω = 0 (7.19)


Se la precedente relazione vale per ogni vettore ω allora si ha che


ωk
(
v̂gk
)′


(ω · x) = 0 (7.20)


Derivando la (7.20) rispetto a xs si ottiene:


∂


∂xs


[
ωk
(
v̂gk
)′


(ω · x)
]


= ωkωs
(
v̂gk
)′′


(ω · x) = 0 (7.21)


Da qui si conclude che


ωk
(
v̂gk
)′′


(ω · x) = 0 (7.22)


in quanto la (7.21) deve valere per ogni xs.
Nel regime ellittico il tensore acustico è invertibile (Akj(ω) ∈ Inv), quindi si


può moltiplicare la (7.18) per Akj(ω)−1:


Akj(ω)−1Ajl(ω)
(
v̂gl
)′′


(ω · x) +Akj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′


(ω · x)+


+Akj(ω)−1δjgδ
′′
(ω · x) = 0 (7.23)


ovvero(
v̂gl
)′′


(ω · x) +Akj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′


(ω · x) +Akg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.24)


Sfruttando la condizione (7.22), la quale deriva dall’incomprimibilità, si proietta
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la (7.24) su ω:


ωk
(
v̂gl
)′′


(ω · x)︸ ︷︷ ︸
=0


+ωkAkj(ω)−1ωj
(
p̂g
)′


(ω · x)+


+ ωkAkg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.25)


ovvero
ωkAkj(ω)−1ωj


(
p̂g
)′


(ω · x) + ωkAkg(ω)−1δ
′′
(ω · x) = 0 (7.26)


dalla quale si può ottenere l’espressione per la derivata della pressione incre-
mentale (


p̂g
)′


(ω · x) = −
ωkA


−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′′
(ω · x) (7.27)


Sostituendo la (7.27) nella (7.24) si ottiene la derivata seconda dello spostamento
incrementale


(
v̂gk
)′′


(ω · x) =


[
A−1
kj (ω)ωj ωtA


−1
tg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


−A−1
kg (ω)


]
δ
′′
(ω · x) (7.28)


Integrando le equazioni (7.27) e (7.28) e facendo le antitrasformate si ottiene
il set delle funzioni di Green per il campo di spostamento incrementale di un mezzo
elastico anisotropo incomprimibile e soggetto a prestress


vgk(x) = − 1


8π2r


∫
|ω|=1


[
A−1
kj (ω)ωj ωtA


−1
tg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


−A−1
kg (ω)


]
δ(ω · er) dω (7.29)


e per quello della pressione incrementale


ṗg(x) =
1


8π2r2


∫
|ω|=1


ωkA
−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′
(ω · er) dω (7.30)


dove
r = |x| (7.31)


mentre er è il versore associato al vettore x, ovvero


er =
x


r
(7.32)
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ed è stata usata la ben nota proprietà della funzione delta


δ
′
(ω · x) =


1


r2
δ
′
(ω · er) (7.33)


riportata ad esempio in Gel’fand e Shilov [59, p. 213, equazione (20)].


Dall’equazione (7.29) si può immediatamente notare la simmetria tra gli
indici k e g che si presenta per il campo di spostamento incrementale:


vgk(x) = vkg (x) (7.34)


ed è una conseguenza della simmetria del tensore acustico Aij(ω), che a sua
volta deriva dalla maggiore simmetria di Kijkl.


Si noti che se al posto dell’equazione costitutiva (7.3) e dell’equazione di
equilibrio (7.1) si avessero utilizzato le seguenti:


Ṡij = Gijkl
∂vk
∂xl


+ ṗδij (7.35a)


∂Ṡij
∂xj


+ ḟi = 0 (7.35b)


(dove Ṡij = ṫji è l’incremento del primo tensore di sforzo di Piola-Kirchhoff) le
funzioni di Green (7.29) e (7.30) non cambierebbero, tuttavia il tensore acustico
cambierebbe la sua definizione nel seguente modo:


Aik(ω) = ωjGijkl ωl (7.36)


Nel dominio trasformato la funzione di Green per il campo di spostamento
incrementale può essere scritta come


v̂gk =
1


r
Vgk(ω)δ(ω · er) (7.37)


dove


Vgk(ω) =
A−1
kj (ω)ωj ωtA


−1
tg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


−A−1
kg (ω) (7.38)
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Il gradiente dello spostamento incrementale può essere calcolato come


∂v̂gk
∂xl


=
1


r2
Dgkl(ω)δ


′
(ω · er) (7.39)


avendo posto
Dgkl(ω) = ωlVgk(ω) (7.40)


e dunque, applicanto l’antitrasformata si ottiene l’equazione integrale per il
gradiente del campo di spostamento incrementale


∂vgk(x)


∂xl
= − 1


8π2r2


∫
|ω|=1


Dgkl(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.41)


7.2 Equazioni integrali sul contorno per solidi tridi-
mensionali omogeneamente prestressati


Le equazioni integrali sul contorno per lo spostamento incrementale di un
corpo elastico non lineare prestressato e soggetto a condizioni al contorno miste
sono date da Bigoni & Capuani [1] con riferimento a deformazioni bidimen-
sionali. Tuttavia i loro risultati possono esser generalizzati immediatamente al
caso di deformazioni tridimensionali. Infatti, facendo riferimento a un corpo
uniformemente prestressato soggetto alle seguenti condizioni al contorno valide
per regioni disgiunte ∂Bv e ∂Bτ del contorno ∂B{


v = v̄ on ∂Bv


ṫijni = τ̇j on ∂Bτ
(7.42)


l’identità di Betti espressa su campi incrementali fornisce per lo spostamento
incrementale del punto y sul contorno ∂B


vj(y)Cgj (y) =


∫
∂B


[
ṫijniv


g
j (x,y)− ṫgij(x,y)nivj


]
dSx (7.43)


dove
Cgj (y) = lim


ε→0


∫
∂Cε


ṫgij(x,y)ni dSx (7.44)
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è la “C-matrix”, definita per il limite del raggio ε della sfera Cε tendente a
zero. Si noti che per i punti y interni alla regione B si ha Cgj = δgj e dunque le
equazioni integrali sul contorno per gli spostamenti incrementali divengono:


vg(y) =


∫
∂B


[
ṫijniv


g
j (x,y)− ṫgij(x,y)nivj


]
dSx (7.45)


Sebbene le equazioni (7.43)–(7.45) sono formalmente identiche alle equazio-
ni (57)–(59) di Bigoni & Capuani [1], ovvero il loro ottenimento è immediato, le
equazioni integrali sul contorno per la pressione incrementale ṗ(y) richiedono
una procedura complessa (in quanto i risultati riportati nell’appendice B di
Bigoni & Capuani [1] è strettamente limitata a deformazioni bidimensionali)
che viene illustrata nel seguente paragrafo per mezzo dell’introduzione di un
potenziale ad hoc Φ.


7.2.1 Equazioni integrali sul contorno per la pressione incre-
mentale


Le equazioni integrali sul contorno per l’incremento di pressione ṗ(y) è il
necessario complemento all’equazione per gli spostamenti incrementali (7.45).
Queste equazioni possono essere ottenute con riferimento al problema ai valori
al contorno misti (7.42) attraverso una doppia derivazione dell’equazione (7.45)
rispetto a y e usando le equazioni di equilibrio incrementali (7.5) in assenza di
forze di volume. In particolare si arriva a


ṗ,h(y) = −
∫
∂B


Knhsg
[
ṫijniv


g
j,sn(x,y)− ṫgij,sn(x,y)nivj


]
dSx (7.46)


Un uso ripetuto delle equazioni di equilibrio incrementali (7.5) fornisce


ṗ,h(y) =


∫
∂B


[
ṫigniṗ


g
,h(x,y)− nivjKijkgṗg,hk(x,y)+


+ niviKnhsgṗg,sn(x,y)
]


dSx (7.47)


la quale, introducento il potenziale Φ definito come


Ksirg ṗg,rs = Φ,i (7.48)
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diviene


ṗ,h(y) =


∫
∂B


[
ṫigniṗ


g
,h(x,y)− nivjKijkgṗg,hk(x,y)+


+ niviΦ,h(x,y)
]


dSx (7.49)


L’equazione (7.49) può essere integrata fornendo così l’equazione integrale sul
contorno per la pressione incrementale


ṗ(y) =


∫
∂B


[
ṫigniṗ


g(x,y)− nivjKijkgṗg,k(x,y) + niviΦ(x,y)
]


dSx (7.50)


la quale completa l’equazione (7.45) generando così il set di equazioni integrali
sul contorno per l’elasticità incomprimibile prestressata. A questo punto rimane
da dimostrare l’esistenza del potenziale Φ e determinare la sua forma.


7.3 Esistenza di un potenziale scalare


Nel paragrafo 6.3 è stato dimostrato che all’interno di un modello costitutivo
piano vale la seguente relazione:


Ksirg
∂2ṗg(x− y)


∂xr∂xs
=
∂F (x− y)


∂xi
(7.51)


dove la funzione F (x− y) è data dalle (6.99) o (6.100), dove x,y ∈ R2. Si vuole
generalizzare questa espressione al caso tridimensionale. Per fare questo ci si
chiede se esiste un potenziale Φ(x), questa volta con x ∈ R3, che soddisfa la
seguente relazione:


Ksirg
∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
=
∂Φ(x)


∂xi
(7.52)


Condizione necessaria e sufficiente per l’esistenza di questo potenziale è che


∇× (∇Φ) = rot grad Φ = 0 (7.53)
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che espressa in indici diviene:


εjti
∂


∂xt


[
Ksirg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]
= 0 (7.54)


dove εjti è il tensore di Ricci o di Levi-Civita3, e che corrisponde al seguente
sistema di equazioni:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


e1 e2 e3


∂


∂x1


∂


∂x2


∂


∂x3


Ks1rg
∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (7.55)


Se si sviluppa il determinante si ottiene


∇× (∇Φ) =


{
∂


∂x2


[
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]
− ∂


∂x3


[
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]}
e1+


+


{
∂


∂x3


[
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]
− ∂


∂x1


[
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]}
e2+


+


{
∂


∂x1


[
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]
− ∂


∂x2


[
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs


]}
e3 = 0 (7.56)


da cui


∇× (∇Φ) =


[
Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
−Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3


]
e1+


+


[
Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
−Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1


]
e2+


+


[
Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
−Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2


]
e3 = 0 (7.57)


e semplificando


Ksirg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xu
−Ksurg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xi
= 0 (7.58)


3 Si veda il paragrafo 2.1.10 e la definizione data dalla (2.29).
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ovvero


Ksirg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xu
= Ksurg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xi
(7.59)


Notare che se i = u allora si ha l’identità. Si è visto che le equazioni di equilibrio,
se derivate rispetto alla variabile x, possono essere espresse come


Ksirg
∂2vg(x)


∂xr∂xs
+
∂ṗ(x)


∂xi
= 0 (7.60)


mentre per le funzioni di Green si ha


Ksirg
∂2vgk(x)


∂xr∂xs
= Ksirg


∂2vkg (x)


∂xr∂xs
= −∂ṗ


k(x)


∂xi
(7.61)


Si effettua un cambio di indici:


Ktipq
∂2vgq (x)


∂xp∂xt
+
∂ṗg(x)


∂xi
= 0 (7.62)


e si differenzia questa espressione due volte rispetto a x:


Ktipq
∂4vgq (x)


∂xp∂xt∂xr∂xs
+


∂3ṗg(x)


∂xi∂xr∂xs
= 0 (7.63)


quindi si applicando il tensore costitutivo K ad entrambi i membri


KsurgKtipq
∂4vgq (x)


∂xp∂xt∂xr∂xs
= −Ksurg


∂3ṗg(x)


∂xi∂xr∂xs
(7.64)


Si nota che in questa relazione rimangono solo gli indici liberi i e u. A questo
punto è possibile confrontare la (7.64) con la (7.59). Poiché per le funzioni di
Green si ha che vgk(x) = vkg (x), ovvero si possono scambiare gli indici, si osserva
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che il primo membro della (7.64) è simmetrico rispetto agli indici i e u. Infatti


KsurgKtipq
∂4vgq (x)


∂xp∂xt∂xr∂xs
= KsurgKtipq


∂4vqg(x)


∂xp∂xt∂xr∂xs
=


= KtipqKsurg
∂4vqg(x)


∂xr∂xs∂xp∂xt
=


= Ksurg
∂3ṗg(x)


∂xi∂xr∂xs
(7.65)


ma assumendo la continuità di ṗg(x) si ha che


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
=
∂2ṗg(x)


∂xs∂xr
−→ ∂3ṗg(x)


∂xi∂xr∂xs
=


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xi
(7.66)


Nella seconda eguaglianza della (7.65) è stato fatto uso della maggiore simmetria
del tensore costitutivo K, ovvero si può scrivere Kpqti = Ktipq fornendo così


Ksurg
∂3ṗg(x)


∂xi∂xr∂xs
= Ksurg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂xi
(7.67)


ed è così dimostrata l’equivalenza tra la (7.67) e il secondo membro della (7.59).
Rimarrebbe da dimostrare l’equivalenza tra i primi membri della (7.59) e del-
la (7.64), ovvero la simmetria tra gli indici i e u, ma è sufficiente osservare il
primo e il terzo membro della (7.65) per verificare questa uguaglianza.


7.4 La forma del potenziale scalare


L’equazione (7.52) consente di ottenere il potenziale Φ(x) mediante diretta
integrazione rispetto alle variabili x1, x2 o x3; in particolare si ottengono le
seguenti tre possibili forme, a seconda della variabile di integrazione scelta:


Φ(x) =


∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3) (7.68a)


Φ(x) =


∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3) (7.68b)


Φ(x) =


∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2) (7.68c)
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Se si considerano la (7.68a) e la (7.68c) e le si derivano rispetto a x2, si ottengono


∂Φ(x)


∂x2
=


∂


∂x2


[∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3)


]
=


=


∫
Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
dx1 +


∂f1(x2, x3)


∂x2
(7.69)


e


∂Φ(x)


∂x2
=


∂


∂x2


[∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2)


]
=


=


∫
Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
dx3 +


∂f3(x1, x2)


∂x2
(7.70)


rispettivamente, ma dalla (7.59) si hanno


Ks1rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
= Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
(7.71)


e in maniera analoga


Ks3rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
= Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
(7.72)


Le (7.71) e (7.71) permettono di riscrivere le (7.69) e (7.70) come


∂Φ(x)


∂x2
=


∫
Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
dx1 +


∂f1(x2, x3)


∂x2
(7.73a)


∂Φ(x)


∂x2
=


∫
Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
dx3 +


∂f3(x1, x2)


∂x2
(7.73b)


e dunque le primitive possono essere calcolate. Si ottengono quindi


∂Φ(x)


∂x2
= Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f1(x2, x3)


∂x2
(7.74a)


∂Φ(x)


∂x2
= Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f3(x1, x2)


∂x2
(7.74b)
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Le equazioni appena trovate possono essere integrate:


Φ(x) =


∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 + f1(x2, x3) + F21(x1, x3) (7.75a)


Φ(x) =


∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 + f3(x1, x2) + F23(x1, x3) (7.75b)


dove F21(x1, x3) e F23(x1, x3) sono delle funzioni a valori scalari che pro-
vengono dall’integrazione4. Confrontando le (7.75) con la (7.68b) si ottiene


f1(x2, x3) + F21(x1, x3) = f2(x1, x3) (7.76a)


f3(x1, x2) + F23(x1, x3) = f2(x1, x3) (7.76b)


dalle quali si evince che f1 = f1(x3) e f3 = f3(x1), ovvero f1 e f3 sono funzioni
della sola variabile x3 o x1 rispettivamente; inoltre dalle (7.74) si ottiene


∂f1(x2, x3)


∂x2
=
∂f3(x1, x2)


∂x2
(7.77)


Se si considerano la (7.68a) e la (7.68b) e le si derivano rispetto a x3, si
ottengono


∂Φ(x)


∂x3
=


∂


∂x3


[∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + f1(x2, x3)


]
=


=


∫
Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
dx1 +


∂f1(x2, x3)


∂x3
(7.78)


e


∂Φ(x)


∂x3
=


∂


∂x3


[∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3)


]
=


=


∫
Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
dx2 +


∂f2(x1, x3)


∂x3
(7.79)


4 Le funzioni appena introdotte non sono dei tensori; i pedici sono stati scelti per ricordare la
variabile di integrazione (il primo indice) e la scelta della forma iniziale della funzione Φ(x) (il
secondo indice).
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rispettivamente, ma dalla (7.59) si hanno


Ks1rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
= Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
(7.80)


e in maniera analoga


Ks2rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
= Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
(7.81)


Le (7.80) e (7.81) permettono di riscrivere le (7.78) e (7.79) come


∂Φ(x)


∂x3
=


∫
Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
dx1 +


∂f1(x2, x3)


∂x3
(7.82a)


∂Φ(x)


∂x3
=


∫
Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
dx2 +


∂f3(x1, x3)


∂x3
(7.82b)


e dunque le primitive possono essere calcolate. Si ottengono quindi


∂Φ(x)


∂x3
= Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f1(x2, x3)


∂x3
(7.83a)


∂Φ(x)


∂x3
= Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f2(x1, x3)


∂x3
(7.83b)


Le equazioni appena trovate possono essere integrate:


Φ(x) =


∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 + f1(x2, x3) + F31(x1, x2) (7.84a)


Φ(x) =


∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 + f2(x1, x3) + F32(x1, x2) (7.84b)


dove F31(x1, x2) e F32(x1, x2) sono delle funzioni a valori scalari che pro-
vengono dall’integrazione5. Confrontando le (7.84) con la (7.68c) si ottiene


5 Come nel caso precedente, le funzioni appena introdotte non sono dei tensori (si veda la nota 4
nella pagina precedente).
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f1(x2, x3) + F31(x1, x2) = f3(x1, x2) (7.85a)


f2(x1, x3) + F32(x1, x2) = f3(x1, x2) (7.85b)


dalle quali si evince che f1 = f1(x2) e f2 = f2(x1), ovvero f1 e f2 sono funzioni
della sola variabile x2 o x1 rispettivamente; inoltre dalle (7.83) si ottiene


∂f1(x2, x3)


∂x3
=
∂f2(x1, x3)


∂x3
(7.86)


Se si considerano la (7.68b) e la (7.68c) e le si derivano rispetto a x1, si
ottengono


∂Φ(x)


∂x1
=


∂


∂x1


[∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 + f2(x1, x3)


]
=


=


∫
Ks2rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
dx2 +


∂f2(x1, x3)


∂x1
(7.87)


e


∂Φ(x)


∂x1
=


∂


∂x1


[∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 + f3(x1, x2)


]
=


=


∫
Ks3rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
dx3 +


∂f3(x1, x2)


∂x1
(7.88)


rispettivamente, ma dalla (7.59) si hanno


Ks2rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
= Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
(7.89)


e in maniera analoga


Ks3rg
∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x1
= Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
(7.90)
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Le (7.89) e (7.90) permettono di riscrivere le (7.87) e (7.88) come


∂Φ(x)


∂x1
=


∫
Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x2
dx2 +


∂f2(x1, x3)


∂x1
(7.91a)


∂Φ(x)


∂x1
=


∫
Ks1rg


∂3ṗg(x)


∂xr∂xs∂x3
dx3 +


∂f3(x1, x2)


∂x1
(7.91b)


e dunque le primitive possono essere calcolate. Si ottengono quindi


∂Φ(x)


∂x1
= Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f2(x1, x3)


∂x1
(7.92a)


∂Φ(x)


∂x1
= Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
+
∂f3(x1, x2)


∂x1
(7.92b)


Le equazioni appena trovate possono essere integrate:


Φ(x) =


∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + f2(x1, x3) + F12(x2, x3) (7.93a)


Φ(x) =


∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + f3(x1, x2) + F13(x2, x3) (7.93b)


dove F12(x2, x3) e F13(x2, x3) sono delle funzioni a valori scalari che pro-
vengono dall’integrazione6. Confrontando le (7.93) con la (7.68a) si ottiene


f2(x1, x3) + F12(x2, x3) = f1(x2, x3) (7.94a)


f3(x1, x2) + F13(x2, x3) = f1(x2, x3) (7.94b)


dalle quali si evince che f2 = f2(x3) e f3 = f3(x2), ovvero f2 e f3 sono funzioni
della sola variabile x3 o x2 rispettivamente; inoltre dalle (7.92) si ottiene


∂f2(x1, x3)


∂x1
=
∂f3(x1, x2)


∂x1
(7.95)


Mettendo assieme e confrontando, rispettivamente, le (7.76), (7.85), (7.94)
con le (7.77), (7.86), (7.95) si osserva che le funzioni f1, f2, f3 devono essere


6 Come nei caso precedenti, le funzioni appena introdotte non sono dei tensori (si veda la nota 4
a pagina 207).
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necessariamente delle costanti (di valore arbitrario). Si può verificare questa
asserzione confrontando le conclusioni che sono state tratte di volta in volta
dalle (7.76), (7.85), (7.94), secondo le quali si avrebbero:


f1 = f1(x3) = f1(x2) (7.96a)


f2 = f2(x1) = f2(x3) (7.96b)


f3 = f3(x1) = f3(x2) (7.96c)


Se le funzioni f1, f2, f3 sono delle costanti, dalle (7.76), (7.85), (7.94) consegue
che anche le funzioni Fij (con i, j = 1, 2, 3) sono delle costanti arbitrarie7. Poiché
ai fini del calcolo del campo degli sforzi interessa solo il gradiente del potenziale
Φ(x), si possono assumere tutte le funzioni (costanti) di integrazione nulle,
ovvero porre Fij = fi = 0 (∀i, j = 1, 2, 3).


In conclusione, il potenziale Φ(x) può essere espresso come semplice primi-
tiva della (7.52) omettendo ogni eventuale costante di integrazione; in questo
modo si ottengono tre principali forme possibili per l’espressione del potenziale
del tutto equivalenti tra di loro e analoghe alle (7.68), ovvero:


Φ(x) =


∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 =


∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2 =


=


∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 (7.97)


le quali possono essere riscritte in maniera più sintetica, come


Φ(x) =


∫
Ksirg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dxi (7.98)


dove l’indice i è da scegliersi tra i valori 1, 2, 3 e non viene sommato. In analogia
con quanto visto nel paragrafo 6.1, è possibile riscrivere la forma del potenziale
Φ(x) in una forma più generale che, in linea di principio, tiene conto contempo-
raneamente delle tre primitive espresse dalla (7.98) mediante l’introduzione di
un coefficiente di ripartizione Ri


(
α̂, β̂


)
definito come8:


Ri
(
α̂, β̂


)
= α̂δi1 + β̂δi2 +


(
1− α̂− β̂


)
δi3 (7.99)


7 Si fa riferimento alle funzioni a valori scalari ottenute dalle integrazioni.
8 Si vedano ad esempio le espressioni (6.35)-(6.37).
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dove δij è il delta di Kronecker, i, j = 1, 2, 3 e α̂, β̂ ∈ [0, 1]; inoltre si deve
rispettare il vincolo α̂ + β̂ ≤ 1. In questo modo si ottiene una famiglia di
potenziali dipendenti dalla scelta arbitraria dei coefficienti α̂ e β̂ nella forma
compatta


Φ(x) =


3∑
i,g,r,s=1


Ri
(
α̂, β̂


) ∫
Ksirg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dxi (7.100)


dove è stata resa esplicita la modalità con cui sommare i vari indici;9 la prece-
dente relazione corrisponde a


Φ(x) = α̂


∫
Ks1rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx1 + β̂


∫
Ks2rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx2+


+ (1− α̂− β̂)


∫
Ks3rg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
dx3 (7.101)


L’equazione che definisce il potenziale Φ a partire dalle equazioni di equili-
brio è:


∂Φ(x)


∂xi
= Ksirg


∂2ṗg(x)


∂xr∂xs
(7.102)


Nel dominio trasformato si hanno Φ̂ = Φ̂(ω ·x) e p̂g = p̂g(ω ·x), dunque le loro
derivate si esprimono come


∂Φ̂(ω · x)


∂xi
= ωiΦ̂


′
(ω · x) (7.103)


e
∂2p̂g(ω · x)


∂xr∂xs
= ωrωs(p̂


g)
′′
(ω · x) (7.104)


quindi, sempre nel dominio trasformato, la (7.102) si riscrive come


ωiΦ̂
′
(ω · x) = Ksirg ωrωs(p̂g)


′′
(ω · x) (7.105)


ma dalla definizione del tensore acustico (7.17) si osserva che


Ksirg ωrωs = Aig(ω) (7.106)


9 Questo si rivela necessario in quanto nell’argomento della sommatoria della (7.100) compare
un indice ripetuto tre volte.
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e dunque
ωiΦ̂


′
(ω · x) = Aig(ω)(p̂g)


′′
(ω · x) (7.107)


Moltiplicando quest’ultima equazione per ωi, ovvero facendo una proiezione
su ω, si ottiene:


ωiωi︸︷︷︸
=1


Φ̂
′
(ω · x) = Φ̂


′
(ω · x) = ωiAig(ω)(p̂g)


′′
(ω · x) (7.108)


La derivata seconda della pressione rispetto all’argomento (ω · x) è data da:


∂


∂(ω · x)
(p̂g)


′
(ω · x) =


∂


∂(ω · x)


[
−


ωkA
−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′′
(ω · x)


]
=


= −
ωkA


−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′′′


(ω · x) (7.109)


cosicché la (7.108) diviene:


Φ̂
′
(ω · x) = −


ωiAig(ω)ωkA
−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′′′


(ω · x) (7.110)


Integrando quest’equazione e facendo l’antitrasformata si può rendere esplicito
il potenziale:


Φ̂(x) =
1


8π2r3


∫
|ω|=1


ωiAig(ω)ωkA
−1
kg (ω)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


δ
′′
(ω · x) dω (7.111)


Ma essendo A ∈ Sym il numeratore della precedente espressione può essere
rielaborato:


ωiAig ωkA
−1
kg = ωkA


−1
kg Agiωi = ωkδki ωi = 1 (7.112)


e quindi l’espressione finale per il potenziale è data da:


Φ̂(x) =
1


8π2r3


∫
|ω|=1


δ
′′
(ω · x)


ωrA
−1
rs (ω)ωs


dω (7.113)


Luca Prakash Argani 213







7 | FUNZIONI DI GREEN TRIDIMENSIONALI


7.5 Modello costitutivo


Si vuole trovare ora un modello costitutivo da poter utilizzare nell’imple-
mentazione del set delle funzioni di Green dato dalle (7.29) e (7.30). Si comincia
con la descrizione accurata di modelli costitutivi generali, quindi ci si sofferma
su alcuni casi particolari.


Il primo tensore di stress di Piola Kirchhoff è dato da:


S = JTF−T (7.114)


dove T è lo stress di Cauchy, F è il gradiente dello spostamento e J il relativo
determinante. La derivata materiale rispetto al tempo è:


Ṡ = J
[
Ṫ F−T + T


(
F−T)·] (7.115)


nell’ipotesi di J costante. Poiché F−TF T = I ne consegue che(
F−TF T)· =


(
F−T)·F T + F−T(F T)· = 0 (7.116)


ovvero (
F−T)· = −F−T(F T)·F−T (7.117)


ma ricordando che Ḟ = LF (dove L è il gradiente dello spostamento incremen-
tale)


Ḟ T = F TLT =
(
F T)· (7.118)


ovvero
LT = F−T(F T)· (7.119)


e dunque (
F−T)· = −LTF−T (7.120)


La derivata del primo tensore di stress di Piola-Kirchhoff si esprime come


Ṡ = J
(
Ṫ F−T − TLTF−T) = J


(
Ṫ − TLT)F−T (7.121)


nella quale si utilizzano le seguenti relazioni (si veda il paragrafo 3.1.4):


L = (∇u)· = D +W (7.122)
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e


D = (I � I)[L] = S[L] (7.123a)


W = (I � I − I � I)[L] = W[L] (7.123b)


dove D è l’incremento di strain euleriano, W è il tensore di spin mentre S e
W sono, rispettivamente, gli operatori di simmetria (detto anche simmetrizza-
tore) e antisimmetria per tensori del secondo ordine (definiti dalle (2.52) nel
paragrafo 2.1.14).


Dalla definizione di derivata di Jaumann (o corotazionale) (3.185b) si ha:


Ṫ =
∇
T +WT − TW (7.124)


La condizione di incomprimibilità (J = 1) e la precedente relazione permettono
di scrivere


Ṡ =
(
Ṫ − TLT)F−T =


(
∇
T +WT − TW − TLT


)
F−T =


=


[
∇
T +WT − TW − T (D −W )


]
F−T =


=


(
∇
T +WT − TD


)
F−T (7.125)


Le equazioni costitutive (7.3) per un materiale incrementalmente lineare e
indipendente dal tempo, incomprimibile (trD = 0) e trasversalmente isotropo
attorno all’asse ez possono essere espresse in funzione di un potenziale di sforzo
incrementale U nel seguente modo


∇
T =


∂U(D,G, hi)


∂D
+
∇
pI (7.126)


doveG = ez ⊗ ez , hi definiscono un generico insieme di invarianti che rappre-
sentano lo stato attuale, ed infine


p =
1


3
trT (7.127)


è lo stress medio di Cauchy, il quale gioca il ruolo di un moltiplicatore di
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Lagrange, così che
∇
p = ṗ. Sono possibili varie scelte degli invarianti hi, ad


esempio gli stretch principali per descrivere l’anisotropia indotta dallo stato di
sforzo oppure degli scalari che descrivono lo strain istantaneo di incrudimento
per la teoria di deformazione plastica. La legge costitutiva (7.126) descrive
una vasta classe di comportamento di materiali, come l’iperelasticità e una
sottoinsieme di relazioni ipoelastiche nel caso in cui ez indica una direzione di
stress principale [20].


Il principio di indifferenza materiale richiede che il potenziale U sia una
funzione isotropa degli argomentiD eG, ovvero


U(D,G) = U
(
QDQT,QGQT) (7.128)


per ogni rotazioneQ. Questo permette di usare il teorema di rappresentazione
di Spencer & Rivlin [60] per una funzione scalare di due tensori simmetrici del
secondo ordine. Seguendo Zysset e Curnier [61] e considerando solo i termini
quadratici inD nel potenziale U , si può scrivere l’equazione costitutiva (7.126)
come:


∇
T = E[D] +


∇
pI (7.129)


e questo punto la (7.125) diviene:


Ṡ =
[
E[D] +WT − TD + ṗ


]
F−T (7.130)


dove il tensore E è dato dalla seguente funzione diG = ez ⊗ ez :


E = Γ1I � I + Γ2G⊗G+ Γ3(G� I + I �G) + Γ4I ⊗G (7.131)


nella quale i parametri Γi (con i = 1, 2, 3, 4) sono funzioni dello stato attuale; la
precedente relazione può anche essere espressa in indici come:


Eijkl =
Γ1


2


(
δikδjl+δilδjk


)
+Γ2GijGkl+Γ3


(
Gikδjl+δikGjl


)
+Γ4δijGkl (7.132)


Si osserva che E ∈ Sym ed in particolare possiede le simmetrie maggiore e
minore. In realtà il parametro Γ4 moltiplicherebbe (I ⊗ G + G ⊗ I), ma in
virtù dell’incomprimibilità si ha che (G ⊗ I)[D] = 0 (essendo trD = 0). La
condizione


∇
p =


1


3
tr
∇
T (7.133)
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richiede la seguente relazione tra i parametri Γi (con i = 1, 2, 3, 4):


Γ2 + 2Γ3 + 3Γ4 = 0 (7.134)


ovvero sono sufficienti solo tre dei parametri Γi per rappresentare E. Di conse-
guenza i parametri Γi (con i = 1, 2, 3, 4) possono essere espressi in funzione di
un set di tre moduli incrementali indipendenti µi (con i = 1, 2, 3):


Γ1 = 4µ2 − 2µ1 (7.135a)


Γ2 = 2µ1 + 2µ2 − 4µ3 (7.135b)


Γ3 = 2µ1 − 4µ2 + 2µ3 (7.135c)


Γ4 = 2µ2 − 2µ1 (7.135d)


e si osserva che queste posizioni soddisfano il vincolo (7.134) in quanto


2µ1 + 2µ2 − 4µ3 + 4µ1 − 8µ2 + 4µ3 + 6µ2 − 6µ1 = 0 (7.136)


Lo stress nominale ṫ è definito come


ṫ = ṠT = F−1
[
E[D]− TW −DT T + ṗ


]
(7.137)


ed inoltre vale ancora l’equazione (7.1), mentre la (7.130) è collegata alla (7.35a).


Si vuole cercare ora la relazione che intercorre tra i moduli E e K. Il primo
termine tra parentesi della (7.137) si può esprimere come


E[D] = ES[L] = E(I � I)[L] = ES
[
LT] (7.138)


o in indici


EijklDkl = EijklSklmnLmn = Eijkl
1


2


(
δkmδln + δknδlm


)
Lmn (7.139)


Il secondo termine si può esprimere come


TW = TW[L] = T (I � I − I � I)[L] (7.140)
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o in indici


TiqWqj = TiqWqjklLkl = Tiq


[
δqkδjl −


1


2


(
δqkδjl + δqlδjk


)]
Lkl =


= Tiq
1


2


(
δqkδjl − δqlδjk


)
Lkl (7.141)


e si nota che
− TW = TW T = TW


[
LT] (7.142)


Inoltre
DT = S[L]T = (I � I)[L]T =


1


2


(
LTT +LT


)
(7.143)


o in indici
DiqTqj = SiqklLklTqj =


1


2


(
δikδql + δilδqk


)
LklTqj (7.144)


e poiché
DT T = S[L]T T = S


[
LT]T (7.145)


il terzo termine tra parentesi della (7.137) si può riscrivere come


DiqTjq = SiqklLklTjq =
1


2


(
δikδql + δilδqk


)
LklTjq (7.146)


In maniera del tutto analoga, il secondo e il terzo termine tra parentesi del-
la (7.130) si possono riscrivere come


WT = W[L]T (7.147a)


TD = TS[L] (7.147b)


e le loro versioni in indici divengono


WiqTqj = WiqklLklTqj =
1


2


(
δikδql − δilδqk


)
LklTqj (7.148)


e
TiqDqj = TiqSqjklLkl = Tiq


1


2


(
δqkδjl + δqlδjk


)
Lkl (7.149)


rispettivamente. A questo punto le espressioni di Ṡ (7.130) e ṫ (7.137) possono
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essere riscritte come segue:


Ṡ =
{
ṗ+


[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T (I � I)


]
[L]
}
F−T (7.150)


e


ṫ = F−1
{
ṗ+


[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T−T(I � I)


] [
L−T]} (7.151)


Confrontando la (7.151) con la (7.1) si ottiene


Kijkl = Eijkl
1


2


(
δkmδln + δknδlm


)
+ Tiq


1


2


(
δqkδjl − δqlδjk


)
+


− Tjq
1


2


(
δikδql + δilδqk


)
(7.152)


e quindi la relazione cercata, ovvero la definizione di K in funzione di E, è


Kijkl = Eijkl +
1


2


(
Tikδjl − Tilδjk


)
− 1


2


(
Tjlδik + Tjkδil


)
(7.153)


Si deve notare che in una descrizione lagrangiana relativa si ha F−1 = I e
dunque le espressioni (7.150) e (7.151) si riducono a


Ṡ = ṗ+
[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T (I � I)


]
[L] (7.154)


e
ṫ = ṗ+


[
E(I � I) + T (I � I − I � I)− T−T(I � I)


] [
L−T] (7.155)


rispettivamente.


Per il materiale elastico incomprimibile di Cauchy (isotropo nel sistema di
riferimento iniziale) lo stress di Cauchy si esprime come:


T = −πI + α1B + α−1B
−1 (7.156)


dove B = FF T è il tensore di strain di Cauchy-Green sinistro mentre π è una
pressione idrostatica arbitraria. Gli scalari α1 e α−1, chiamati anche funzioni di


Luca Prakash Argani 219







7 | FUNZIONI DI GREEN TRIDIMENSIONALI


risposta (response functions), sono definiti come:


α1 =
1


λ2
1 − λ2


2


[
(σ1 − σ3)λ2


1


λ2
1 − λ2


3


− (σ2 − σ3)λ2
2


λ2
2 − λ2


3


]
> 0 (7.157a)


α−1 =
1


λ2
1 − λ2


2


[
σ1 − σ3


λ2
1 − λ2


3


− σ2 − σ3


λ2
2 − λ2


3


]
≤ 0 (7.157b)


ovvero sono funzioni degli stretch principali λi (con i = 1, 2, 3), i quali sod-
disfano la condizione di incomprimibilità (λ1λ2λ3 = 1), e delle componenti
principali σi (con i = 1, 2, 3) dello stress di Cauchy T .


Se il materiale è iperelastico con potenziale per unità di volumeW (λ1, λ2, λ3)


le differenze degli stress principali σi sono date da:


σ1 − σ3 = λ1
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ1
(7.158a)


σ2 − σ3 = λ2
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ2
(7.158b)


dove
W̃ (λ1, λ2) = W


(
λ1, λ2, λ


−1
1 , λ−1


2


)
(7.159)


Essendo λ3 = (λ1λ2)−1 in virtù dell’incomprimibilità, si ha


λ1
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ1
= λ1


∂


∂λ1
W
(
λ1, λ2, λ


−1
1 , λ−1


2


)
= λ1


(
∂W


∂λ1
+
∂W


∂λ3


∂λ3


∂λ1


)
(7.160)


ma
∂λ3


∂λ1
=


∂


∂λ1


(
1


λ1λ2


)
=


1


λ2


(
− 1


λ2
1


)
= −λ−2


1 λ−1
2 (7.161)


quindi


λ1
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ1
= λ1


(
∂W


∂λ1
− 1


λ2
1λ2


∂W


∂λ3


)
= λ1


∂W


∂λ1
− λ3


∂W


∂λ3
(7.162)


In maniera analoga si ha


λ2
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ2
= λ2


∂


∂λ2
W
(
λ1, λ2, λ


−1
1 , λ−1


2


)
= λ2


(
∂W


∂λ2
+
∂W


∂λ3


∂λ3


∂λ2


)
(7.163)
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ma
∂λ3


∂λ2
=


∂


∂λ2


(
1


λ1λ2


)
=


1


λ1


(
− 1


λ2
2


)
= −λ−1


1 λ−2
2 (7.164)


quindi


λ2
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ2
= λ2


(
∂W


∂λ2
− 1


λ1λ2
2


∂W


∂λ3


)
= λ2


∂W


∂λ2
− λ3


∂W


∂λ3
(7.165)


Per la teoria di deformazione J2 l’energia elastica in funzione dello strain è data
da


W =
K


N + 1
εN+1


e (7.166)


dove K è un parametro costitutivo di rigidezza, N ∈ (0, 1] è l’indice (o esponen-
te) di incrudimento, mentre εe è lo strain effettivo, dato da


εe =


√
2


3
εiεi (7.167)


con εi = lnλi nel sistema di riferimento principale lagrangiano, e dunque


εe =


√
2


3


[
(lnλ1)2 + (lnλ2)2 + (lnλ3)2


]
(7.168)


In un problema assialsimmetrico, con asse di simmetria z = x3, le funzioni
di risposta α1 e α−1 dipendono unicamente dallo stretch assiale λ3. Applicando
la derivata temporale materiale alla (7.156) e usando la definizione di derivata
di Jaumann, la legge costitutiva incrementale può essere espressa mediante le
relazioni (7.129) e (7.131) nelle quali si utilizzano i seguenti valori dei parametri
Γi (con i = 1, 2, 3, 4):


Γ1 = 2


(
α1


λ3
− α−1λ3


)
(7.169a)


Γ2 =


(
λ2


3 −
1


λ3


)(
λ3


dα1


dλ3
− dα−1


dλ3


)
(7.169b)


Γ3 =


(
λ2


3 −
1


λ3


)(
α1 +


α−1


λ3


)
(7.169c)


Γ4 = −1


3
(Γ2 + 2Γ3) (7.169d)
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mentre i moduli incrementali µi (con i = 1, 2, 3) assumono la seguente forma:


µ1 =
1


3


[
α1


(
1


λ3
+ 2λ2


3


)
− α−1


(
2


λ2
3


+ λ3


)
+ (λ3


3 − 1)
dα1


dλ3
+


+


(
1


λ3
− λ2


3


)
dα−1


dλ3


]
(7.170a)


µ2 =
1


3


[
α1


(
2


λ3
+ λ2


3


)
− α−1


(
1


λ2
3


+ 2λ3


)
+


1


2
(λ3


3 − 1)
dα1


dλ3
+


+
1


2


(
1


λ3
− λ2


3


)
dα−1


dλ3


]
(7.170b)


µ3 =
1


2


[
α1


(
1


λ3
+ λ2


3


)
− α−1


(
1


λ2
3


+ λ3


)]
(7.170c)


Per la teoria di deformazione J2 le espressioni dei moduli α1 e α−1 si riducono
a:


α1 = KεN−1
e


λ3


λ3
3 − 1


(
λ3


3


λ3
3 − 1


lnλ3 −
1


3


)
(7.171a)


α−1 = KεN−1
e


λ2
3


λ3
3 − 1


(
1


λ3
3 − 1


lnλ3 −
1


3


)
(7.171b)


mentre i moduli di taglio si riducono a:


µ1 =
KN


3
εN−1


e (7.172a)


µ2 =
K


6
(N + 1)εN−1


e (7.172b)


µ3 =
K


2
εN−1


e
λ3


3 + 1


λ3
3 − 1


lnλz (7.172c)


dove εe = |lnλ3|. Da notare che la relazione sforzo-strain che può essere ottenuta
dalla (7.156) è semplicemente


σ = KεN−1
e lnλ3 (7.173)


dove σ è lo stress attuale di Cauchy in direzione assiale e dunque gli stati di
strain e sforzo monoassiale sono governati esclusivamente dallo stretch assiale
λ3. Tenendo conto che lo strain effettivo è dato dalla (7.168) e assumendo
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λ1λ2λ3 = 1 per l’incomprimibilità e λ1 = λ2 per il problema assialsimmetrico,
si ha che


λ2
1λ3 = 1 −→ λ1 =


1√
λ3


(7.174)


e, sfruttando ancora l’incomprimibilità,


ln
(
λ2


1


)
+ lnλ3 = 2 lnλ1 + lnλ3 = 0 −→ lnλ1 = −1


2
lnλ3 (7.175)


quindi


ε1 = −1


2
ε3 (7.176)


Con queste posizioni lo strain effettivo diviene


εe =


√
2


3
(2ε2


1 + ε2
3) =


√
2


3


[
2


(
−ε3


2


)2


+ ε2
3


]
=


√
2


3


(
ε2


3


2
+ ε2


3


)
= |ε3| (7.177)


Il gradiente di deformazione sarà del tipo


F =


λ
−1/2
3 0 0


0 λ
−1/2
3 0


0 0 λ3


 (7.178)


e ci si aspetta che il tensore di stress di Cauchy abbia la stessa forma diagonale,
ovvero


T =


T ∗1 0 0


0 T ∗2 0


0 0 T ∗3


 (7.179)


In particolare per il problema assialsimmetrico si hanno


T1 − T2 = λ1
∂W̃ (λ1, λ2)


∂λ1
= λ1


∂W


∂λ1
− λ3


∂W


∂λ3
(7.180a)


T1 − T2 = 0 (7.180b)
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7.5.1 Equazioni costitutive per il problema assialsimmetrico


In seguito alle disquisizioni fatte precedentemente, è possibile ora scrivere la
forma finale delle equazioni costitutive relative a un materiale trasversalmente
isotropo. Facendo riferimento a un problema assialsimmetrico e introducendo
un sistema di riferimento in coordinate cilindriche con asse z = x3 coincidente
con l’asse di simmetria, la relazione tra lo stress incrementale di Piola-Kirchhoff
e il gradiente di velocità L è:


Ṡrr = ṗ+ 2µ2Lrr + 2(µ1 − µ2)Lθθ Ṡrθ = Ṡθr = (2µ2 − µ1)(Lrθ + Lθr)


Ṡθθ = ṗ+ 2µ2Lθθ + 2(µ1 − µ2)Lrr Ṡzz = ṗ+ (2µ1 − σ)Lzz


Ṡrz =
(
µ3 +


σ


2


)
Lrz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzr


Ṡzr =
(
µ3 −


σ


2


)
Lrz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzr


Ṡθz =
(
µ3 +


σ


2


)
Lθz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzθ


Ṡzθ =
(
µ3 −


σ


2


)
Lθz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzθ (7.181)


dove σ è lo stress attuale di Cauchy in direzione assiale (x3 = z) e il gradiente
di velocità è dato da:


L =


Lrr Lrθ Lrz
Lθr Lθθ Lθz
Lzr Lzθ Lzz


 =



vr,r


1
r (vr,θ − vθ) vr,z


vθ,r
1
r (vr + vθ,θ) vθ,z


vz,r
1
rvz,θ vz,z


 (7.182)
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Il tensore di stress nominale ṫ è definito come trasposto del tensore Ṡ, il quale
fornisce


ṫrr = ṗ+ 2µ2Lrr + 2(µ1 − µ2)Lθθ ṫrθ = ṫθr = (2µ2 − µ1)(Lrθ + Lθr)


ṫθθ = ṗ+ 2µ2Lθθ + 2(µ1 − µ2)Lrr ṫzz = ṗ+ (2µ1 − σ)Lzz


ṫrz =
(
µ3 −


σ


2


)
Lrz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzr


ṫzr =
(
µ3 +


σ


2


)
Lrz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzr


ṫθz =
(
µ3 −


σ


2


)
Lθz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzθ


ṫzθ =
(
µ3 +


σ


2


)
Lθz +


(
µ3 −


σ


2


)
Lzθ (7.183)


La legge costitutiva può essere espressa utilizzando il primo tensore di sforzo
di Piola-Kirchhoff Ṡ (7.35a) oppure lo stress nominale ṫ (7.1) (si ricorda che
nel secondo caso si utilizza il gradiente di velocità trasposto). Per la prima
formulazione (tensore di sforzo di Piola-Kirchhoff) si ottiene


Ṡrr = GrrrrLrr +GrrθθLθθ + ṗ Ṡθθ = GθθrrLrr +GθθθθLθθ + ṗ


Ṡzz = GzzzzLzz + ṗ Ṡrθ = GrθrθLrθ +GrθθrLθr
Ṡrz = GrzrzLrz +GrzzrLzr Ṡθz = GθzθzLθz +GθzzθLzθ
Ṡθr = GθrrθLrθ +GθrθrLθr Ṡzr = GzrrzLrz +GzrzrLzr
Ṡzθ = GzθθzLθz +GzθzθLzθ (7.184)


dalla quale si ricavano le componenti non nulle del tensore G:


Grrrr = Gθθθθ = 2µ2


Grrθθ = Gθθrr = 2(µ1 − µ2)


Gzzzz = 2µ1 − σ
Grθrθ = Grθθr = Gθrrθ = Gθrθr = 2µ2 − µ1


Grzrz = Gθzθz = µ3 +
σ


2


Grzzr = Gzrrz = Gzrzr = Gθzzθ = Gzθθz = Gzθzθ = µ3 −
σ


2
(7.185)
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e si nota che ci sono solo diciassette termini non sono nulli. In maniera simile
per la seconda formulazione (tensore di stress nominale) si ottiene


ṫrr = KrrrrLrr +KrrθθLθθ + ṗ ṫθθ = KθθrrLrr +KθθθθLθθ + ṗ


ṫzz = KzzzzLzz + ṗ ṫrθ = KrθrθLθr +KrθθrLrθ
ṫrz = KrzrzLzr +KrzzrLrz ṫθz = KθzθzLzθ +KθzzθLθz
ṫθr = KθrrθLθr +KθrθrLrθ ṫzr = KzrrzLzr +KzrzrLrz
ṫzθ = KzθθzLzθ +KzθzθLθz (7.186)


dalla quale si ricavano le componenti non nulle del tensore K:


Krrrr = Kθθθθ = 2µ2


Krrθθ = Kθθrr = 2(µ1 − µ2)


Kzzzz = 2µ1 − σ
Krθrθ = Krθθr = Kθrrθ = Kθrθr = 2µ2 − µ1


Kzrzr = Kzθzθ = µ3 +
σ


2


Krzzr = Kzrrz = Krzrz = Kzθθz = Kθzzθ = Kθzθz = µ3 −
σ


2
(7.187)


7.6 Condizioni di (forte) ellitticità


Si continua a fare riferimento a un problema assialsimmetrico con asse di
simmetria z = x3, come già descritto nel paragrafo precedente. La condizione
di forte ellitticità è data in generale dalla seguente relazione:


(g ⊗ n)G[g ⊗ n] > 0 ←→ ginjGijkl gknl > 0 (7.188)


dove n è un versore che indica la normale al piano di scorrimento (o piano
della shear band) mentre g ⊥ n è un versore appartenente a tale piano e indica
la direzione di scorrimento (si veda la figura 7.1). Poiché si fa riferimento a
un problema assialsimmetrico, costituito da un mezzo infinito soggetto a forze
concentrate applicate lungo l’asse di assialsimmetria e con la stessa direzione, è
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Figura 7.1: Definizione del piano di scorrimento (shear band) e della sua normale n; il versore
g ⊥ n appartiene a tale piano e individua la direzione di scorrimento.


conveniente rappresentare i vettori n e g nel piano Orz nel seguente modo:


n = { sinφ , cosφ } (7.189a)


g = { − cosφ , sinφ } (7.189b)


dove φ è l’inclinazione di g misurata partendo dall’asse z; si ricorda che si può
trascurare la dipendenza dall’angolo θ in virtù dell’assialsimmetria. Il gradiente
dello spostamento incrementale si può esprimere come


L = D +W = g ⊗ n (7.190)


mentre il primo tensore di Piola-Kirchhoff diviene


Ṡ = G[L] + ṗI ←→ Ṡij = GijklLkl + ṗδij = Gijkl gknl + ṗδij (7.191)


Con queste definizioni, la condizione di forte ellitticità (7.188) si riscrive
come:


L · Ṡ > 0 (7.192)


e può essere esplicitata in funzione dei moduli di G e dell’angolo φ. La (7.192),
tenendo conto della maggiore simmetria di G, diviene:


LijṠij = gigkn
2
rGirkr + gigkn


2
zGizkz + gigknrnz(Girkz +Gizkr) =


= g2
rn


2
rGrrrr + g2


zn
2
rGzrzr + g2


rn
2
zGrzrz + g2


zn
2
zGzzzz+


+ 2grgznrnz(Grrzz +Grzzr) > 0 (7.193)
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essendo L · I = 0, e con riferimento alle componenti indicate nella (7.189)


g2
rn


2
r = cos2 φ sin2 φ cos4 θ (7.194a)


g2
zn


2
z = cos2 φ sin2 (7.194b)


g2
rn


2
z = φ sin4 φ cos2 θ (7.194c)


g2
zn


2
r = φ cos4 φ cos2 θ (7.194d)


grgznrnz = − cos2 φ sin2 φ cos2 θ (7.194e)


la (7.193) si riduce a


LijṠij = cos2 φ sin2 φ
[
Grrrr +Gzzzz − 2(Grrzz +Grzzr)


]
+


+ sin4 φGzrzr + cos4 φGrzrz > 0 (7.195)


Se l’inclinazione di n viene misurata rispetto all’asse r mediante un angolo
γ (complementare a φ) si ottiene un’espressione analoga


LijṠij = cos2 φ sin2 φ
[
Grrrr +Gzzzz − 2(Grrzz +Grzzr)


]
+


+ cos4 φGzrzr + sin4 φGrzrz > 0 (7.196)


ovvero il seno e il coseno dell’angolo si scambiano di ruolo. Utilizzando i
moduli di G dati nella (7.185), l’equazione di regime (7.196) per il problema
tridimensionale assialsimmetrico è data da


µ3 cos4 φ


[(
1− Tz


2µ3


)
tan4 φ+


(
µ1


µ3
+
µ2


µ3
− 1


)
tan2 φ+


+


(
1 +


Tz
2µ3


)]
> 0 ∀φ (7.197)


se espressa in funzione dell’angolo φ oppure da


µ3 cos4 γ


[(
1 +


Tz
2µ3


)
tan4 γ +


(
µ1


µ3
+
µ2


µ3
− 1


)
tan2 γ+


+


(
1− Tz


2µ3


)]
> 0 ∀γ (7.198)


qualora si utilizzi l’angolo γ. Per semplicità e al fine di mantenere un’analogia
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con quanto visto nel paragrafo 5.4, si pongono: Tz = σ, tan γ = ρ e si assume
µ3 > 0. Con queste assunzioni la (7.198) si riscrive come(


µ3 +
σ


2


)
ρ4 + 2(µ1 + µ2 − µ3)ρ2 +


(
µ3 −


σ


2


)
> 0 ∀ρ (7.199)


che è un’equazione di secondo grado nell’incognita ρ2. Le soluzioni dell’equa-
zione associata alla (7.199) sono


ρ2
1/2 =


µ3 − µ1 − µ2 ±
√


∆


µ3 + σ
2


(7.200)


dove ∆ è il discriminante della (7.199), dato da


∆ = (µ1 + µ2 − µ3)2 −
(
µ3 +


σ


2


)(
µ3 −


σ


2


)
=


= µ2
1 + µ2


2 + 2µ1µ2 − 2µ1µ3 − 2µ2µ3 +
σ2


4
=


= (µ1 + µ2)2 − 2µ3(µ1 + µ2) +
σ2


4
(7.201)


ovvero


∆ = (µ1 + µ2)(µ1 + µ2 − 2µ3) +
σ2


4
(7.202)


quindi la (7.200) si riscrive come


ρ2
1/2 =


µ3 − µ1 − µ2


µ3 + σ
2


±
√


4(µ1 + µ2)(µ1 + µ2 − 2µ3) + σ2


2µ3 + σ
(7.203)


Si può facilmente osservare che le soluzioni della disequazione dipendono
dal termine µ3 + σ


2 ; in particolare si ha{
ρ2 < ρ2


1 ∨ ρ2 > ρ2
2 se µ3 + σ


2 > 0


ρ2
1 < ρ2 < ρ2


2 se µ3 + σ
2 < 0


(7.204)


Se ∆ < 0 la condizione di ellitticità è sempre verificata quando(
µ3 +


σ


2


)
> 0 ←→ σ


2µ3
> −1 (7.205)
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Inoltre, se ρ = 0 si deve necessariamente avere(
µ3 −


σ


2


)
> 0 ←→ σ


2µ3
< 1 (7.206)


Le condizioni date dalle (7.205) e (7.206) si possono sintetizzare in questo modo:∣∣∣∣ σ2µ3


∣∣∣∣ < 1 (7.207)


mentre il discriminante ∆ è negativo se


∆ =


(
µ1 + µ2


µ3
− 1


)2


−
(


1 +
σ


2µ3


)(
1− σ


2µ3


)
< 0 (7.208)


ovvero quando (
µ1 + µ2


µ3
− 1


)2


< 1−
(


σ


2µ3


)2


< 0 (7.209)


I punti stazionari si calcolano con l’annullamento della derivata prima
della (7.199), pervenendo alla seguente equazione:


4
[(
µ3 +


σ


2


)
ρ2 + (µ1 + µ2 − µ3)


]
ρ = 0 (7.210)


da cui
ρ = 0 ∨ ρ2 =


µ3 − µ1 − µ2


µ3 + σ
2


(7.211)


Se il numeratore della seconda soluzione è un numero negativo, ovvero se


µ3 − µ1 − µ2 < 0 ←→ µ1 + µ2 − µ3 > 0 (7.212)


allora la forma (7.210) è definita positiva, essendo µ3 + σ
2 > 0. Se invece si ha


µ1 + µ2 − µ3 < 0 (7.213)
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allora la (7.199) diviene:


(
µ3 +


σ


2


)(µ3 − µ1 − µ2


µ3 + σ
2


)2


+ 2(µ1 + µ2 − µ3)
(µ3 − µ1 − µ2)


µ3 + σ
2


+


+
(
µ3 −


σ


2


)
> 0 (7.214)


ovvero
(µ1 + µ2 − µ3)2


µ3 + σ
2


− 2
(µ1 + µ2 − µ3)2


µ3 + σ
2


+ µ3 −
σ


2
> 0 (7.215)


e semplificando:


− (µ1 + µ2 − µ3)2


µ3 + σ
2


+ µ3 −
σ


2
> 0 (7.216)


dalla quale si ottiene


(µ1 + µ2 − µ3)2 < µ2
3 −


σ2


4
> 0 (7.217)


quindi


µ1 + µ2 − µ3 > −
√
µ2


3 −
σ2


4
(7.218)


poiché è stato supposto µ1 + µ2 − µ3 < 0. Se ora si divide la preceden-
te espressione per µ3 si ottiene un’altra condizione da soddisfare per avere
ellitticità:


µ1 + µ2


µ3
> 1−


√
1−


(
σ


2µ3


)2


(7.219)


In conclusione le condizioni sui moduli di taglio per la (strong)ellitticità
sono date dalle (7.206) e (7.219) con µ3 > 0, ovvero


µ3 > 0 (7.220a)∣∣∣∣ σ2µ3


∣∣∣∣ < 1 (7.220b)


µ1 + µ2


µ3
> 1−


√
1−


(
σ


2µ3


)2


(7.220c)
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7.6.1 Classificazione di regime


L’equazione di regime è data dalla (7.198) e si è visto essere del tipo


Aρ4 +Bρ2 + C = 0 (7.221)


con A,B,C ∈ R, ovvero un’equazione quadratica nella variabile ρ2 le cui
soluzioni sono della forma:


ρ2
1/2 =


−B ±
√
B2 − 4AC


2A
=
−B ±


√
∆


2A
(7.222)


da cui


ρ2
1/2 = ±


√
−B −


√
∆


2A
(7.223a)


ρ2
3/4 = ±


√
−B +


√
∆


2A
(7.223b)


In maniera analoga a quanto visto nel paragrafo 5.4, le soluzioni (7.223) deter-
minano il regime della (7.221). I tre casi principali sono contraddistinti dalla
positività, nullità o negatività del discriminante ∆ come segue:


• se ∆ < 0 allora ρ2
1/2 ∈ C e dunque ρi ∈ C (per i = 1, 2, 3, 4) che


corrisponde al regime ellittico complesso (EC);


• se ∆ > 0 allora ρ2
1/2 ∈ R;


– se ρ2
1/2 ∈ R


− \ { 0 } allora ρi ∈ C con <(ρi) = 0 (per i = 1, 2, 3, 4) che
corrisponde al regime ellittico immaginario (EI);


– se ρ2
1/2 ∈ R


+ \ { 0 } allora ρi ∈ R (per i = 1, 2, 3, 4) che corrisponde
al regime iperbolico (H);


– se ρ2
1 ∈ R+ \ { 0 } e ρ2


2 ∈ R− \ { 0 } allora ρ1/2 ∈ R e ρ3/4 ∈ C con
<(ρ3/4) = 0 che corrisponde al regime parabolico (P);


• se ∆ = 0 allora ρ2
1 = ρ2


2 ∈ R ed esistono quindi solo due soluzioni:


ρ1 =
√
−B
2A e ρ2 = −


√
−B
2A


– se −B2A ∈ R
− \ { 0 } allora ρi ∈ C con <(ρi) = 0 (per i = 1, 2);
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– se −B2A ∈ R
+ \ { 0 } allora ρi ∈ R (per i = 1, 2);


– se B = 0 allora l’equazione è degenere.


Il confine tra il regime ellittico complesso e quello iperbolico (EC/H) viene
determinato dall’imposizione di ∆ = 0; in particolare, se lo si raggiunge a
partire da (EC) allora la condizione limite è data da ∆ ≤ 0.


7.6.2 Classificazione di regime per la teoria della plasticità olo-
noma J2 in regime assialsimmetrico


Si vogliono calcolare i limiti che definiscono il confine tra i regimi (EC/H)
a partire da (EC) nell’ambito della teoria della plasticità olonoma J2 in regime
assialsimmetrico. Osservando la (7.208), l’imposizione di ∆ ≤ 0 corrisponde a


∆ =


(
µ1 + µ2


µ3
− 1


)2


−
[
1−


(
σ


2µ3


)2]
≤ 0 (7.224)


Per il modello costitutivo considerato i moduli di taglio sono


µ1 =
KN


3
εN−1


e (7.225a)


µ2 =
K


6
(N + 1)εN−1


e (7.225b)


µ3 =
K


2


λ3 + 1


λ3 − 1
εN−1


e lnλ3 (7.225c)


mentre il prestress è dato da


σ = KεN−1
e lnλ3 (7.226)
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Si osserva che valgono anche le seguenti relazioni tra i moduli di taglio appena
definiti:


µ1 + µ2 =
K


6
(3N + 1)εN−1


e (7.227a)


µ1 + µ2


µ3
=
K(3N + 1)εN−1


e 2(λ3
3 − 1)


6K(λ3
3 + 1)εN−1


e lnλ3


=
3N + 1


3 lnλ3


λ3
3 − 1


λ3
3 + 1


(7.227b)


σ


2µ3
=
λ3


3 − 1


λ3
3 + 1


(7.227c)


e quindi la (7.224) si può riscrivere come


∆ =


(
3N + 1


3 lnλ3


λ3
3 − 1


λ3
3 + 1


− 1


)2


−


[
1−


(
λ3


3 − 1


λ3
3 + 1


)2
]
≤ 0 (7.228)


ovvero[
(3N + 1)(λ3


3 − 1)− 3(λ3
3 + 1) lnλ3


]2
(3 lnλ3)2(λ3


3 + 1)2
+


−
(3 lnλ3)2


[
(λ3


3 + 1)2 − (λ3
3 − 1)2


]
(3 lnλ3)2(λ3


3 + 1)2
≤ 0 (7.229)


Essendo il denominatore sempre positivo, ci si può occupare del numeratore:


(3N + 1)2(λ3
3 − 1)2 − 6(3N + 1)(λ3


3 − 1)(λ3
3 + 1) lnλ3 + (λ3


3 + 1)2(3 lnλ3)2+


− (3 lnλ3)2(λ6
3 + 2λ3


3 + 1− λ6
3 + 2λ3


3 − 1︸ ︷︷ ︸
=4λ3


3


) ≤ 0 (7.230)


ma
(λ3


3 + 1)2 − 4λ3
3 = λ6


3 + 2λ3
3 + 1− 4λ3


3 = (λ3
3 − 1)2 (7.231)


quindi si può riscrivere la (7.230) come


(3N + 1)2(λ3
3 − 1)2 − 6(3N + 1)(λ3


3 − 1)(λ3
3 + 1) lnλ3+


+ (λ3
3 − 1)2(3 lnλ3)2 ≤ 0 (7.232)
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1 2 3 4 5 6
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−0.20
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λ3


f(λ3)
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N = 0.5


N = 0.7


N = 0.9


(a) Valori caratteristici di N .


1 2 3 4 5 6


−0.10


−0.08


−0.06


−0.04


−0.02


0.02


λ3


f(λ3)


N = 1.0


(b) Caso particolare per N = 1.


Figura 7.2: Rappresentazione delle curve (7.233) per alcuni valori caratteristici del parametro di
incrudimento N . L’intervallo in cui si ha il regime ellittico complesso (EC) corrisponde
alle regioni comprese tra gli zeri delle funzioni illustrate. Nel caso in cui N = 1 si
eslcude da questo intervallo il valore λ3 = 1, come espressso dalle (7.234).


e si divide tutto per (3N + 1)2(λ3
3 − 1)2 che è una quantità positiva10 ottenendo


così l’equazione l’equazione di regime che fornisce il limite (EC/H) a partire da
(EC):


f(λ3) = 1− 6
λ3


3 + 1


λ3
3 − 1


lnλ3


3N + 1
+


(
3 lnλ3


3N + 1


)2


≤ 0 (7.233)


I valori di λ che soddisfano l’uguaglianza corrispondono ai valori limite cer-
cati. Per valori tipici del parametro del materiale N , ovvero per 0 < N < 1,
dalla (7.233) si ottengono le famiglie di curve11 illustrate nella figura 7.2a. Ne
consegue che le soluzioni dell’equazione associata alla (7.233) sono sempre due:
λ3 < 1 (ossia prestretch di compressione) e λ3 > 1 (ossia prestretch di trazione).
Si osserva inoltre che per N = 1 il grafico della (7.233) corrisponde a quello
rappresentato nella figura 7.2b, ovvero λ3 = 1 è uno zero della funzione. Di con-
seguenza l’intervallo in cui si ha il regime ellittico (EC) fino al confine iperbolico
(H) è definito come


IEC =
(
λ


(1)
3 , 1


)
∪
(


1, λ
(2)
3


)
(7.234)


10 Si ricorda che in questo paragrafo si considera un caso di prestrain non nullo, ovvero λ3 6= 1,
mentre N ∈ (0, 1].


11 Si può considerare il primo membro della (7.233) come una funzione parametrica (parametro
N ) la cui variabile indipendente è λ3.
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Si può raggiungere il confine (EC/H) a partire da (EC) per i seguenti valori di
λ3:


λ3 → λ
(1) +
3 ∨ λ3 → λ


(2) −
3 (7.235)


7.6.3 Classificazione di regime per il materiale isotropo


Per un materiale isotropo si ha che µ1 = µ2 = µ3 = µ e dunque l’equazione
di regime per il problema tridimensionale (7.199) si riduce a(


µ+
σ


2


)
ρ4 + 2µρ2 + µ− σ


2
> 0 ∀ρ (7.236)


e se si pone
κ =


σ


2µ
(7.237)


in analogia a quanto visto nel paragrafo 5.4, la (7.236) diviene


(1 + κ)ρ4 + 2ρ2 + 1− κ > 0 ∀ρ (7.238)


Le soluzioni al quadrato dell’equazione associata sono


ρ2
1/2 =


−1±
√


1− (1− κ)2


1 + κ
=
−1± |κ|


1 + κ
(7.239)


le quali a loro volta si dividono a seconda del segno di κ, essendo quest’ultimo
presente in modulo:


ρ2
1/2 = −1 ∨ ρ2


1/2 =
κ− 1


1 + κ
se κ ≥ 0


ρ2
1/2 =


κ− 1


1 + κ
∨ ρ2


1/2 = −1 se κ < 0
(7.240)


ma queste espressioni si riducono banalmente a


ρ2
1/2 = −1 ∨ ρ2


1/2 =
κ− 1


1 + κ
(7.241)
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indipendentemente dal segno di κ. Si deve quindi studiare il segno della
soluzione al quadrato in funzione di κ; in particolare si ha


κ− 1


1 + κ
> 0 ←→ κ < −1 ∨ κ > 1 (7.242)


Le soluzioni dell’equazione associata alla (7.238) sono quindi:
ρ1/2 = ± i ∈ C


ρ3/4 =



±
√
κ− 1


1 + κ
∈ R+ ∪ { 0 } se |κ| > 1


± i


√
1− κ
1 + κ


∈ C se |κ| < 1


(7.243)


Di conseguenza, se |κ| > 1 allora si hanno due soluzioni reali (ρ3/4) e due im-
maginarie (ρ1/2) ovvero ci si trova nel regime parabolico (P); invece, se |κ| < 1


esistono quattro soluzioni puramente immaginarie e coniugate e quindi il regi-
me è ellittico immaginario (EI). Poiché si esclude il valore κ = −1, l’intervallo in
cui si ha il regime ellittico (EI) fino al confine parabolico (P) è definito come


IEI = (−1, 1) (7.244)


e si può raggiungere il confine (EI/P) a partire da (EI) per i seguenti valori di κ:


κ→ −1+ ∨ κ→ 1− (7.245)


7.7 Tecnica di integrazione delle funzioni di Green
tridimensionali: la descrizione geometrica


Il set delle funzioni di Green trovato nel paragrafo 7.1 è costituito da funzioni
integrali. Si vuole trovare una tecnica per poter descrivere in maniera semplice
ed efficace la geometria del problema in modo da rendere esplicite le variabili di
integrazione. L’obbiettivo è quello di effettuare simulazioni numeriche previa
implementazione delle equazioni (7.29), (7.30) e (7.113) al fine di osservare
l’effetto dell’anisotropia e del prestress su di un corpo infinito in cui agisce un
sistema di forze concentrate.
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Figura 7.3: Sistema di riferimento utilizzato per l’implementazione delle formule (7.29), (7.30)
e (7.113). In rosso è evidenziato il vettore unitario ω, il quale definisce una superficie
sferica di raggio unitario centrata nel punto O′′ (individuato dal vettore posizione x).
Sono evidenziati con il tratteggio l’equatore e il meridiano che individuano ω secondo
il sistema di riferimento locale { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }.


Sia dato un generico punto nello spazio definito dal vettore posizione x ∈ E3,
nel quale si vogliono calcolare i campi di spostamento e sforzo incrementale
dovuti a una forza unitaria applicata nel punto O e si indichi con r = |x| la
lunghezza del vettore posizione x. In una prima fase si introducono tre sistemi
di riferimento, come illustrato in figura 7.3.


Il primo sistema di riferimento è centrato in O ed è dato dalla base or-
togonale unitaria destrorsa { e1, e2, e3 }; questo sistema viene assunto come
sistema di riferimento iniziale e, come si vedrà in seguito, l’implementazione delle
equazioni (7.29), (7.30) e (7.113) sarà espressa solamente in funzione della base
{ e1, e2, e3 }. Il secondo sistema di riferimento è centrato in O′ ≡ O ed è dato
dalla base ortogonale unitaria destrorsa { ē1, ē2, ē3 }; questo sistema ha la stessa
origine del primo, ma risulta essere ruotato in modo tale da avere il versore
ē3 allineato con il vettore posizione x. Il terzo sistema di riferimento, che per
semplicità può essere chiamato sistema di riferimento locale, è centrato inO′′ ≡ x
ed è dato dalla base ortogonale unitaria destrorsa { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; questo sistema
ha il versore ẽ3 allineato con il vettore posizione x. Ne consegue che il secondo
e il terzo sistema di riferimento sono allineati tra di loro e differiscono di una
traslazione pari alla distanzaOO′′ = r.
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Per determinare la base { ē1, ē2, ē3 } si assumono le seguenti direzioni:


ē1 = α1ē3 × e3 (7.246a)


ē2 = α2ē3 × ē1 (7.246b)


ē3 = α3x (7.246c)


dove αi ∈ R (per i = 1, 2, 3) sono dei fattori di normalizzazione da deter-
minare. La scelta di utilizzare il versore ē3 parallelo a x consente di trovare
immediatamente il fattore α3


ē3 =
x


r
−→ α3 = r−1 (7.247)


Per valutare il fattore α1 si cerca dapprima un vettore parallelo a ē1 definito
come


e′1 = x× e3 =


∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3


x1 x2 x3


0 0 1


∣∣∣∣∣∣ = x2e1 − x1e2 (7.248)


il cui modulo è
|e′1| =


√
x2


1 + x2
2 (7.249)


mentre il fattore α1 altro non è che il reciproco di questo modulo, ovvero


α1 =
1√


x2
1 + x2


2


(7.250)


In maniera del tutto simile è possibile calcolare il fattore α2. Si cerca un
vettore parallelo a ē2 definito come


e′2 = x× e′1 =


∣∣∣∣∣∣
e1 e2 e3


x1 x2 x3


x2 −x1 0


∣∣∣∣∣∣ = x1x3e1 + x2x3e2 − (x2
1 + x2


2)e3 (7.251)


il cui modulo al quadrato è


|e′2|
2


= x2
1x


2
3 + x2


2x
2
3 + x4


1 + 2x2
1x


2
2 + x4


2


= x2
1(x2


1 + x2
2 + x2


3) + x2
2(x2


1 + x2
2 + x2


3) = (x2
1 + x2


2)r2 (7.252)
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essendo r2 = x2
1 + x2


2 + x2
3, e il fattore α2 è il reciproco del modulo di e′2, ovvero


α2 =
1


r
√
x2


1 + x2
2


(7.253)


La base { ē1, ē2, ē3 } assume quindi la seguente rappresentazione in funzione
del sistema di riferimento iniziale { e1, e2, e3 }:


ē1 =
x2e1 − x1e2√


x2
1 + x2


2


(7.254a)


ē2 =
x1x3e1 + x2x3e2 − (x2


1 + x2
2)e3


r
√
x2


1 + x2
2


(7.254b)


ē3 =
x1e1 + x2e2 + x3e3


r
(7.254c)


Si osserva che i versori appena definiti sono effettivamente unitari, ovvero
|ē1| = |ē2| = |ē3| = 1 ed inoltre si può verificare che costituiscono un sistema
destrorso in quanto valgono i seguenti prodotti:


ē1 × ē2 = ē3 (7.255a)


ē2 × ē3 = ē1 (7.255b)


ē3 × ē1 = ē2 (7.255c)


L’integrazione delle (7.29), (7.30) e (7.113) richiede la definizione di un vetto-
re unitario ω con origine nel punto x ≡ O′′. A tal fine si definisce un punto P
tale che ω = P −O′′. Nel terzo sistema di riferimento, centrato inO′′ e con base
{ ẽ1, ẽ2, ẽ3 }, è possibile introdurre localmente un sistema di coordinate sferiche
definito da due angoli θ ∈ [0, 2π] e φ ∈ [0, π] e da una coordinata radiale. In
questo sistema di riferimento il punto P è descritto per mezzo dei due angoli θ
e φ mentre la sua coordinata radiale è fissa e unitaria in quanto PO′′ = |ω| = 1.
Ne consegue che il punto P appartiene alla superficie di una sfera di raggio
unitario centrata in x ≡ O′′.


Si definiscono ora i seguenti vettori rappresentati rispetto al secondo siste-
ma di riferimento (centrato in O′ ≡ O e con base { ē1, ē2, ē3 }) e relativi alla
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descrizione del vettore ω:


P −O′ = ω̄1ē1 + ω̄2ē2 + ω̄3ē3 (7.256a)


O′′ −O′ = r̄1ē1 + r̄2ē2 + r̄3ē3 (7.256b)


ω = P −O′′ = (P −O′)− (O′′ −O′) (7.256c)


ma poiché ē3 è allineato con x si ha che r̄1, r̄2 = 0 e r̄3 = r. Quindi la (7.256c) si
può riscrivere come


ω = (ω̄1 − r̄1)ē1 + (ω̄2 − r̄2)ē2(ω̄3 − r̄3)ē3 =


= ω̄1ē1 + ω̄2ē2 + (ω̄3 − r)ē3 (7.257)


Se P appartiene alla superficie sferica precedentemente introdotta, allora le
componenti ω̄i (con i = 1, 2, 3) della (7.256a) si esprimono come12:


ω̄1 = cos θ sinφ (7.258a)


ω̄1 = sin θ sinφ (7.258b)


ω̄1 = r̄3 + cosφ (7.258c)


quindi la rappresentazione di ω nel secondo sistema di riferimento si riduce a


ω = cos θ sinφ ē1 + sin θ sinφ ē2 + cosφ ē3 (7.259)


Esprimendo i versori ēi in funzione dei versori ei (con i = 1, 2, 3) mediante
la (7.254) si ottiene la rappresentazione di ω nel sistema di riferimento iniziale
(cartesiano):


ω =
1


r
√
x2


1 + x2
2


(rx2 cos θ + x1x3 sin θ) sinφ+ x1


√
x2


1 + x2
2 cosφ


(x2x3 sin θ − rx1 cos θ) sinφ+ x2


√
x2


1 + x2
2 cosφ


−
(
x2


1 + x2
2


)
sin θ sinφ+ x3


√
x2


1 + x2
2 cosφ


 (7.260)


Si noti che ponendo φ = π/2 si ottengono le componenti di ω valide per il caso


12 Si ricorda che si sta utilizzando la rappresentazione nel sistema di riferimento centrato in
O′ ≡ O e base { ē1, ē2, ē3 }.
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in cui ω appartiene al piano individuato da ẽ1 e ẽ2, ovvero


ω =
1


r
√
x2


1 + x2
2


rx2 cos θ + x1x3 sin θ


x2x3 sin θ − rx1 cos θ


−
(
x2


1 + x2
2


)
sin θ


 (7.261)


Prima di vedere l’applicazione di queste definizioni relative alla geometria
del problema è necessario fare alcune osservazioni sulla distribuzione delta di
Dirac e le sue derivate, le quali verrano illustrate nel prossimo paragrafo.


7.8 La derivata distribuzionale e la delta di Dirac


Al fine di calcolare esplicitamente le equazioni integrali che definiscono i
campi di spostamento incrementale e di pressione è necessario fornire alcune
definizioni e ulteriori importanti dettagli sulla delta di Dirac e il calcolo della
sua derivata.


7.8.1 La derivata distribuzionale


Sia φ(x) una funzione test continua. L’applicazione della funzione delta alla
funzione test fornisce: (


δ(x− a), φ(x)
)


= φ(a) (7.262)


dove φ(x) appartiene allo spazio di Schwartz13 e si considera δ(x) come una
distribuzione (o funzionale lineare continuo). Le proprietà principali della delta
di Dirac sono le seguenti:


δ(x) = 0 ∀x 6= 0 (7.263a)∫ +∞


−∞
δ(x) dx = 1 (7.263b)


δ(x) = δ(x1)δ(x2) . . . δ(xn) se x ∈ Rn (7.263c)


Sia f(x) una funzione generalizzata (un funzionale) e sia φ(x) una funzione
test liscia di classe C∞ con supporto compatto Ω∗. Ω∗ è una regione inclusa in


13 Lo spazio di Schwartz è lo spazio delle funzioni a decrescenza rapida all’infinito e infinitamente
derivabili, le cui derivate parziali sono ancora a decrescenza rapida.
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Figura 7.4: Rappresentazione di un supporto compatto Ω∗ di una funzione φ(x).


senso stretto in Ω sulla quale φ(x) assume qualsiasi valore (si veda la figura 7.4).
Sulla regione Ω\Ω∗ si ha che φ(x) = 0 e si assume che il volume (e/o superficie)
di tale regione non sia infinitesimo, ovvero la distanza tra i bordi ∂Ω∗ e ∂Ω non
è infinitesima, ma finita e non nulla in ogni punto. Ne consegue che


φ(n)(x) =
∂φ(x)


∂xn
= 0 su ∂Ω (7.264)


ovvero tutte le derivate n-esime di φ(x) sono nulle sul contorno di Ω.
Si suppone che f(x) sia definita come f : φ→ R e si definisce∫


Ω


f(x)φ(x) dx = (f, φ) (7.265)


ovvero la funzione f(x) applicata a φ(x). Applicare la derivata di f(x) a φ(x)


equivale a:(
∂f


∂xi
, φ


)
=


∫
Ω


∂f(x)


∂xi
φ(x) dx =


=


∫
Ω


∂


∂xi


[
f(x)φ(x)


]
dx−


∫
Ω


f(x)
∂φ(x)


∂xi
dx (7.266)


dove è stata utilizzata la regola di derivazione del prodotto di funzioni. Appli-
cando il teorema della divergenza:(


∂f


∂xi
, φ


)
=


∫
∂Ω


f(x)φ(x)ni dSx −
∫


Ω


f(x)
∂φ(x)


∂xi
dx (7.267)


ma φ(x) è nulla sul bordo ∂Ω così come le sue derivate, quindi il primo integrale
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è nullo. Di conseguenza la precedente relazione si semplifica in(
∂f


∂xi
, φ


)
= −


∫
Ω


f(x)
∂φ(x)


∂xi
dx = −


(
f,
∂φ


∂xi


)
(7.268)


ovvero la derivata della distribuzione si riconduce alla derivata della sola fun-
zione test. Per quanto riguarda le derivate di ordine superiore al primo, si
procede in modo analogo e si ottiene la seguente generalizzazione. Sia α un
multi-indice:


α = (α1, α2, . . . , αn) (7.269)


dove αi ∈ N ∪ { 0 }. Si definisce:


|α| =
n∑
i=1


αi = α1 + α2 + · · ·+ αn (7.270)


mentre si rappresenta la derivata n-esima come


Dαf(x) =
∂|α|f(x)


∂xα1
1 ∂xα2


2 . . . ∂xαnn
(7.271)


e la derivata distribuzionale di ordine α è quindi:


(Dαf, φ) = (−1)|α|(f,Dαφ) (7.272)


7.8.2 La derivata della delta di Dirac


Il caso monodimensionale


Se si applica il concetto di derivata distribuzionale alla delta di Dirac si ha(
δ
′
(x− a), φ(x)


)
=
(
δ(x− a), φ


′
(x)
)


= −φ
′
(a) (7.273)


e più in generale(
δ(α)(x− a), φ(x)


)
= (−1)|α|


(
δ(x− a), φα(x)


)
= (−1)|α|φα(a) (7.274)


mentre per le funzioni scalari(
δ(n)(x− a), φ(x)


)
= (−1)nφn(a) (7.275)
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−3 −2 −1 1 2 3


0.20


0.40


0.60 1
πε
≈ 0.636


x


δ∗(x)


ε = 0.5


Figura 7.5: Esempio del grafico della funzione δ∗(x) che approssima la delta di Dirac.


ricordando che
d


dx
δ(−x) = − d


dx
δ(x) (7.276)


Qualora si vogliano esplicitare e implementare le relazioni precedentemente
esposte, è possibile fare ricorso alla seguente approssimazione:


δ(x) ≈ ε


π(x2 + ε2)
= δ∗(x) (7.277)


con ε ∈ R+, ed in particolare si assume ε→ 0+ (senza perdita di generalità). Si
osserva che


δ∗(0) =
1


πε
(7.278)


la quale diventa singolare per ε = 0, esattamente come δ(x). Inoltre si osserva
la seguente proprietà:∫ +∞


−∞
δ∗(x) dx =


∫ +∞


−∞


ε


π(x2 + ε2)
dx =


ε


π


[
1


ε
arctan


(x
ε


)]+∞


−∞
=


=
1


π


[π
2
−
(π


2


)]
= 1 (7.279)


proprio come dalla definizione di δ(x) e si osserva che tale risultato è indipen-
dente da ε.
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Il caso bidimensionale


Si considera un vettore unitario ω, applicato in x, descritto in un sistema di
riferimento locale definito dalla base { ẽ1, ẽ2 }; la rappresentazione di ω è:


ω = cos θ ẽ1 + sin θ ẽ2 (7.280)


con θ ∈ [0, 2π] e si vuole calcolare il seguente integrale:∫
|ω|=1


g(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.281)


dove er corrisponde al versore individuato dal vettore posizione x, mentre
g(ω) è una generica funzione continua. L’incremento del vettore ω può essere
espresso come:


ω1 + ∆ω1 = cos(θ + ∆θ) (7.282a)


ω2 + ∆ω2 = sin(θ + ∆θ) (7.282b)


L’incremento dell’argomento di g è


(ω + ∆ω) · er = ω · er + ∆(ω · er) (7.283)


mentre per la funzione stessa si ha


g
(
(ω + ∆ω) · er


)
= g(ω · er) + ∆g(ω · er) (7.284)


Dalle relazioni (7.283) e (7.284) si possono ricavare gli incrementi:


∆g(ω · er) = g
(
cos(θ + ∆θ)(ẽ1 · er) + sin(θ + ∆θ)(ẽ2 · er)


)
+


− g
(
cos θ(ẽ1 · er) + sin θ(ẽ2 · er)


)
(7.285)


e


∆(ω · er) =
[
cos(θ + ∆θ)− cos θ


]
(ẽ1 · er)+


+
[
sin(θ + ∆θ)− sin θ


]
(ẽ2 · er) (7.286)
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Se si sviluppano in serie di Taylor gli incrementi del vettore ω, dati dalle (7.282),
si ottengono:


cos(θ + ∆θ) = cos θ cos(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=1


− sin θ sin(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=∆θ


≈ cos θ −∆θ sin θ (7.287a)


sin(θ + ∆θ) = sin θ cos(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=1


+ cos θ sin(∆θ)︸ ︷︷ ︸
=∆θ


≈ sin θ + ∆θ cos θ (7.287b)


e dunque l’incremento ∆(ω · er) si riscrive come


∆(ω · er) = −∆θ sin θ (ẽ1 · er) + ∆θ cos θ (ẽ2 · er) (7.288)


ovvero
∆(ω · er) = ∆θ


[
− sin θ (ẽ1 · er) + cos θ(ẽ2 · er)


]
(7.289)


ed esplicitando i prodotti scalari si ottiene:


∆(ω · er) = ∆θ
(
− sin θ x1 + cos θ x2


)
(7.290)


e si nota che la quantità tra parentesi è l’equazione di una retta perpendicolare
al vettore ω. In maniera del tutto analoga è possibile riscrivere l’incremento
∆g(ω · er), il quale si riduce a:


∆g(ω · er) = g
(
cos(θ + ∆θ)x1 + sin(θ + ∆θ)x2


)
− g
(
cos θ x1 + sin θ x2


)
=


= ∆g(θ) (7.291)


A questo punto è possibile scrivere il rapporto incrementale


∆g(ω · er)
∆(ω · er)


= −∆g(θ)


∆θ


1


− sin θ x1 + cos θ x2
(7.292)


e facendo il limite per ∆θ → 0:


lim
∆θ→0


∆g(ω · er)
∆(ω · er)


=
1


− sin θ x1 + cos θ x2


∂g(θ)


∂θ
= g


′
(θ) (7.293)


e questa derivata è singolare per i punti che stanno sulla retta perpendicolare a
ω.
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Il caso tridimensionale


Si considera il vettore unitario ω, applicato in x, descritto nel sistema di
riferimento locale definito dalla terna { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } illustrata nella figura 7.3 a
pagina 238:


ω = cos θ sinφ ẽ1 + sin θ sinφ ẽ2 + cosφ ẽ3 (7.294)


con θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π] e si vuole calcolare il seguente integrale:∫
|ω|=1


g(ω)δ
′
(ω · er) dω (7.295)


dove er corrisponde al versore individuato dal vettore posizione x, mentre
g(ω) è una generica funzione continua. L’incremento del vettore ω può essere
espresso come:


ωr + ∆ωr = cos(φ+ ∆φ) (7.296a)


ω⊥ + ∆ω⊥ = sin(φ+ ∆φ) (7.296b)


L’incremento dell’argomento di g è


(ω + ∆ω) · er = ω · er + ∆(ω · er) (7.297)


mentre per la funzione stessa si ha


g
(
(ω + ∆ω) · er


)
= g(ω · er) + ∆g(ω · er) (7.298)


Dalle relazioni (7.297) e (7.298) si possono ricavare gli incrementi:


∆g(ω · er) = g
(
cos θ sin(φ+ ∆φ)(ẽ1 · er) + sin θ sin(φ+ ∆φ)(ẽ2 · er)+


+ cos(φ+ ∆φ)(ẽ3 · er)
)
− g
(
cos θ sinφ (ẽ1 · er)+


+ sin θ sinφ (ẽ2 · er) + cosφ (ẽ3 · er)
)


(7.299)


e


∆(ω · er) = cos θ
[
sin(φ+ ∆φ)− sinφ


]
(ẽ1 · er) + sin θ


[
sin(φ+ ∆φ)− sinφ


]
× (ẽ2 · er) +


[
cos(φ+ ∆φ)− cosφ


]
(ẽ3 · er) (7.300)
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Se si sviluppano in serie di Taylor gli incrementi del vettore ω, dati dalle (7.296),
si ottengono:


cos(φ+ ∆φ) = cosφ cos(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=1


− sinφ sin(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=∆φ


≈ cosφ−∆φ sinφ (7.301a)


sin(φ+ ∆φ) = sinφ cos(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=1


+ cosφ sin(∆φ)︸ ︷︷ ︸
=∆φ


≈ sinφ+ ∆φ cosφ (7.301b)


e dunque l’incremento ∆(ω · er) si riscrive come


∆(ω · er) = cos θ∆φ cosφ (ẽ1 · er) + sin θ∆φ cosφ (ẽ2 · er)+
−∆φ sinφ (ẽ3 · er) (7.302)


ovvero


∆(ω · er) = ∆φ
[
cos θ∆φ cosφ (ẽ1 · er) + sin θ cosφ (ẽ2 · er)+


− sinφ (ẽ3 · er)
]


(7.303)


e poiché er ‖ ẽ3:
∆(ω · er) = −∆φ sinφ (7.304)


In maniera del tutto analoga è possibile riscrivere l’incremento ∆g(ω · er), il
quale si riduce a:


∆g(ω · er) = g(cosφ−∆φ sinφ)− g(cosφ) = ∆g(φ) (7.305)


A questo punto è possibile scrivere il rapporto incrementale


∆g(ω · er)
∆(ω · er)


= − ∆g(φ)


∆φ sinφ
(7.306)


e facendo il limite per ∆φ→ 0:


lim
∆φ→0


∆g(ω · er)
∆(ω · er)


= − 1


sinφ


∂g(φ)


∂φ
= g


′
(φ) (7.307)


Utilizzando il sistema di coordinate sferiche (θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π]) e tenendo
conto che il vettore ω è unitario, l’integrale di partenza (7.295) corrisponde al
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seguente integrale di superficie∫
|ω|=1


g(ω)δ
′
(ω · er) dω =


∫ 2π


0


∫ π


0


g
(
ω(φ, θ)


)
δ
′
(cosφ) sinφdφ dθ (7.308)


essendo il determinante della matrice jacobiana pari a sinφ in quanto il raggio
è unitario. Applicando la regola (7.307) alla funzione δ(ω · er) = δ(cosφ) si
ottiene∫ 2π


0


∫ π


0


g
(
ω(φ, θ)


)
δ
′
(cosφ) sinφdφdθ =


=


∫ 2π


0


∫ π


0


g
(
ω(φ, θ)


) [
− 1


sinφ


∂δ(cosφ)


∂φ


]
sinφ dφdθ =


=


∫ 2π


0


∫ π


0


−g
(
ω(φ, θ)


)∂δ(cosφ)


∂φ
dφdθ (7.309)


Tenendo conto della proprietà della delta di Dirac, la derivata si sposta sulla
funzione g e l’integrale si riduce a un integrale di linea14 e dunque la (7.309) si
può calcolare come:∫ 2π


0


∫ π


0


−g
(
ω(φ, θ)


)∂δ(cosφ)


∂φ
dφdθ =


∫ 2π


0


∂g
(
ω(φ, θ)


)
∂φ


∣∣∣∣
φ=π


2


dθ (7.310)


Si deve ricordare che la precedente equazione non rappresenta il risultato del-
l’integrale (7.295) descritto nel sistema di riferimento iniziale, ma lo fornisce nel
sistema di riferimento locale { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; di conseguenza, una volta calcolata
la (7.310) si deve applicare un cambio di coordinate.


Metodo alternativo per il caso tridimensionale


Si illustra di seguito un altro metodo di calcolo della derivata della delta
di Dirac per il caso tridimensionale. Invece di definire la derivata come li-
mite del rapporto incrementale, si applica la tecnica del cambio di variabile


14 Si noti che l’argomento della funzione delta (ovvero cosφ) si annulla solo per φ = π
2


, essendo
φ ∈ [0, π].
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all’integrale (7.308) che qui si riporta:∫ 2π


0


∫ π


0


g(φ, θ)δ
′
(cosφ) sinφdφ dθ (7.311)


Ponendo y = cosφ (e quindi dy = − sinφdφ) l’integrale di partenza si riscrive
come: ∫ 2π


0


∫ 1


−1


g(arccos y, θ)δ
′
(y) dy dθ (7.312)


e tenendo conto della proprietà della delta di Dirac∫ 2π


0


∫ 1


−1


g(arccos y, θ)δ
′
(y) dy dθ = −


∫ 2π


0


∂g(arccos y, θ)


∂y


∣∣∣∣
y=0


dθ (7.313)


Tuttavia l’integrando può essere rielaborato come segue:


∂g(arccos y, θ)


∂y
=
∂g(arccos y, θ)


∂ arccos y


∂ arccos y


∂y
=


−1√
1− y2


∂g(φ, θ)


∂φ
=


=
−1√


1− cos2 φ


∂g(φ, θ)


∂φ
= − 1


sinφ


∂g(φ, θ)


∂φ
(7.314)


e si perviene quindi alla regola (7.307). A questo punto la (7.313) diviene


−
∫ 2π


0


∂g(arccos y, θ)


∂y


∣∣∣∣
y=0


dθ =


∫ 2π


0


[
1


sinφ


∂g(φ, θ)


∂φ


]
φ=π


2


dθ (7.315)


che corrisponde alla (7.310) e di conseguenza si deve riportare la descrizione
della precedente equazione nel sistema di riferimento iniziale.


7.9 Implementazione finale delle funzioni di Green
tridimensionali


L’espansione in onde piane richiede l’integrazione sulla superficie sferica di
raggio unitario centrata nel punto x. Per fare questo si utilizzano le espressioni
di ω date dalle (7.260) e si effettua l’integrazione rispetto alle variabili θ e φ, e
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nello specifico si ottiene:∫
|ω|=1


[ ] dω =


∫ 2π


0


∫ π


0


[ ] sinφ dφdθ (7.316)


essendo
dA = (1 sinφdφ)(1 dθ) = sinφ dφdθ (7.317)


Da notare che nelle due precedenti espressioni va tenuto conto in maniera
opportuna del cambiamento di rappresentazione delle funzioni integrande,
le quali sono funzioni del vettore ω (e di come questo viene descritto). Si
può formalizzare la legge che governa il cambiamento della rappresentazione
del vettore ω dal riferimento locale { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } a quello iniziale { e1, e2, e3 }
mediante il seguente tensore di rotazione:


[Q] =
1


r
√
x2


1 + x2
2


 rx2 x1x3 x1


√
x2


1 + x2
2


−rx1 x2x3 x2


√
x2


1 + x2
2


0 −(x2
1 + x2


2) x3


√
x2


1 + x2
2


 (7.318)


Un generico vettore u può essere espresso nel sistema iniziale { e1, e2, e3 } a
partire dalle sue componenti riferite a quello locale (indicato con una tilde) nel
seguente modo:


u = Qũ (7.319)


e la legge inversa è
ũ = QTu (7.320)


la quale fornisce le componenti di u nel riferimento locale (sempre indicate con
una tilde) in funzione di quelle date nel sistema iniziale. In maniera analoga un
tensore del secondo ordine può essere rappresentato come segue


U = Uij ei ⊗ ej = Ũij ẽi ⊗ ẽj (7.321)


a seconda della base scelta. Le componenti Uij e Ũij sono legate tra loro in
questo modo


Ũij = ẽi ·Uẽj = ẽi [Ukl ek ⊗ el] ẽj = Ukl(ek · ẽi)(el · ẽj) (7.322)
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Ponendo
Qki = ek · ẽi (7.323)


si ha
Ũij = QikUklQlj (7.324)


ovvero
Ũ = QTUQ ←→ U = QŨQT (7.325)


Per quanto riguarda il campo di spostamento incrementale (7.29), nell’in-
tegrando compare la funzione delta di Dirac che postmoltiplica tutti i termini,
ovvero si ha la seguente forma:∫


|ω|=1


G(ω,x)δ(ω · x) dω (7.326)


ed è evidente che l’integrando è non nullo solo se ω · x = 0, ovvero quando i
vettori ω e x sono perpendicolari tra di loro.15 Questo implica che la regione
dello spazio sulla quale l’integrando non dà contributo nullo è quella data
dall’intersezione tra la superficie sferica di raggio unitario e il piano generato dai
versori ẽ1 e ẽ2. Di conseguenza l’integrale di superficie si riduce a un integrale
di linea sulla circonferenza di raggio unitario giacente sul piano generato da ẽ1


e ẽ2, ovvero avrà la forma:∫
|ω|=1


[ ]δ(ω · x) dω =


∫ 2π


0


[ ] dθ (7.327)


essendo l’elemento di linea della circonferenza unitaria pari a dl = 1 dθ (dunque
l’area degenera in una lunghezza).


Per facilitare la distinzione nella rappresentazione da usare nelle equazioni
che seguiranno, si indicano con lettere latine le componenti nel sistema di riferi-
mento iniziale { e1, e2, e3 }mentre si indicano con lettere greche (con l’aggiunta
di una tilde) quelle nel sistema di riferimento locale { ẽ1, ẽ2, ẽ3 }; così facendo le
equazioni integrali per lo spostamento incrementale (7.29) si possono esprimere


15 Si ricorda che la funzione delta di Dirac gode della seguente proprietà:∫ a+ε


a−ε
g(t)δ(t− a) dt = g(a)


dove a ∈ R e ε ∈ R+.
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come:


vgk(x) = − 1


8π2r


∫
|ω|=1


Vgk(ω)δ(ω · er) dω =


= −QgαQkβ
8π2r


∫ 2π


0


∫ π


0


Ṽαβ(θ, φ) δ(cosφ) sinφ dφdθ (7.328)


dove


V (ω) =
A−1(ω)ω ⊗A−1(ω)ω


ω ·A−1(ω)ω
−A−1(ω) (7.329)


La differenza tra Vgk e Ṽαβ consiste esclusivamente nel tipo di rappresenta-
zione: il primo è descritto nel sistema iniziale, il secondo in quello locale; di
conseguenza vale la seguente relazione per il cambio di sistema di riferimento:


Ṽ = QTV Q ←→ V = QṼ QT (7.330)


Applicando la regola (7.327) alla (7.328) si ottiene la funzione di Green per il campo
di spostamento incrementale


vgk(x) = −QgαQkβ
8π2r


∫ 2π


0


Ṽαβ(θ, π/2) dθ (7.331)


Per quanto riguarda il campo di pressione (7.30), la sua formulazione integrale
ha una forma simile alla (7.308), ovvero


ṗg(x) =
1


8π2r2


∫
|ω|=1


Pg(ω)δ
′
(ω · er) dω =


=
Qgα


8π2r2


∫ 2π


0


∫ π


0


P̃α(θ, φ)δ
′
(cosφ) sinφdφ dθ (7.332)


dove


P (ω) =
A−1(ω)ω


ω ·A−1(ω)ω
(7.333)


e quindi Pg e P̃α sono rappresentati rispettivamente nel sistema di riferimento
iniziale e in quello locale; la regola che permette di passare da un sistema
all’altro è


P̃ = QTP ←→ P = QP̃ (7.334)
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Tenendo conto della (7.310) la funzione di Green per il campo di pressione incremen-
tale si riduce a


ṗg(x) =
Qgα


8π2r2


∫ 2π


0


∂P̃α(θ, φ)


∂φ


∣∣∣∣
φ=π


2


dθ (7.335)


L’integrale presente nell’espressione del gradiente dello spostamento incremen-
tale (7.41) può essere scritto come


∫
|ω|=1


Dgkl(ω)δ
′
(ω · er) dω = QgαQkβQlγ


∫ 2π


0


∫ π


0


D̃αβγ(θ, φ)δ
′
(cosφ)


× sinφdφ dθ (7.336)


dove
D(ω) = V (ω)⊗ ω (7.337)


cosicché la funzione di Green per il gradiente del campo di spostamento incrementale
diviene


vgk,l(x) = −QgαQkβQlγ
8π2r2


∫ 2π


0


∂D̃αβγ(θ, φ)


∂φ


∣∣∣∣
φ=π/2


dθ (7.338)


Infine, il potenziale (7.113) assume la forma


Φ̂(x) =
1


8π2r3


∫
|ω|=1


Z(ω)δ
′′
(ω · x) dω =


=
1


8π2r3


∫ 2π


0


∫ π


0


Z̃(θ, φ)δ
′′
(cosφ) dφ dθ (7.339)


dove
Z(ω) =


1


ω ·A−1(ω)ω
(7.340)


e anche qui la differenza tra Z e Z̃ consiste nella rappresentazione. Tenendo
conto della (7.310) si ottiene


Φ̂(x) =
1


8π2r3


∫ 2π


0


∂2Z̃(θ, φ)


∂φ2


∣∣∣∣
φ=π


2


dθ (7.341)


Una volta stabilito il dominio di integrazione per le funzioni integrali che
descrivono il campi di spostamento e di pressione incrementale e la geometria
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del problema (ovvero la scelta del sistema di riferimento iniziale e la conseguen-
te rappresentazione di ω) rimangono da calcolare le componenti del tensore
acusticoA(ω).


7.9.1 Applicazione all’elasticità isotropa e incomprimibile o flus-
so di Stokes


Si considera il caso particolare di elasticità isotropa e incomprimibile, per il
quale il tensore degli sforzi si riduce a


σij = pδij + µ
(
vi,j + vj,i


)
(7.342)


cosicché il tensore costitutivo diviene


Kijkl = µ
(
δikδjl + δilδjk


)
(7.343)


dove µ è il modulo di taglio e di conseguenza il tensore acustico e il suo inverso
si esprimono come


Ajl(ω) = µ(ωjωl + δjl) (7.344a)


A−1
jl (ω) = − 1


2µ
ωjωl +


1


µ
δjl (7.344b)


e dunque si hanno anche


ωjA
−1
jl (ω) = − 1


2µ
ωjωjωl +


1


µ
ωjδjl =


1


2µ
ωl (7.345)


e
ωjA


−1
jl (ω)ωl =


1


2µ
ωlωl =


1


2µ
(7.346)


Ne consegue che il set delle funzioni di Green per i campi di velocità e pressione
diviene


vgk(x) =
δgk
4πr
− 1


8π2r


∫
|ω|=1


ωgωkδ(ω · er) dω (7.347a)


ṗg(x) =
1


8π2r2


∫
|ω|=1


ωgδ
′
(ω · er) dω (7.347b)
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mentre il potenziale Φ si riduce a


Φ(x) =
µ


4π2r3


∫
|ω|=1


δ
′′
(ω · er) dω = −2µδ(x) (7.348)


Il potenziale (7.348) non fornisce alcun contributo nell’integrale sul contorno
dato dalla(7.50) mentre le funzioni di Green (7.347a) e (7.347b) possono essere
calcolate per mezzo delle equazioni (7.331) e (7.335). La rappresentazione di ω
nel sistema di riferimento locale { ẽ1, ẽ2, ẽ3 } è


ω = cos θ sinφ ẽ1 + sin θ sinφ ẽ2 + cosφ ẽ3 (7.349)


quindi il prodotto ω ⊗ ω è


ω ⊗ ω =


 cos2 θ sin2 φ cos θ sin θ sin2 φ cos θ cosφ sinφ


cos θ sin θ sin2 φ sin2 θ sin2 φ sin θ sinφ cosφ


cos θ cosφ sinφ sin θ cosφ sinφ cos2 φ


 (7.350)


mentre la derivata di ω rispetto a φ è


∂ω


∂φ
= { cos θ cosφ , sin θ cosφ ,− sinφ } (7.351)


L’integrando della (7.331) si esprime come


Ṽαβ =
1


µ
(ω ⊗ ω − I) (7.352)


e se valutato per φ = π/2 si riduce a


Ṽαβ(θ, π/2) =
1


µ


cos2 θ − 1 cos θ sin θ 0


cos θ sin θ sin2 θ − 1 0


0 0 −1


 (7.353)


la cui integrazione nella variabile θ, come indicato nella (7.331), fornisce


∫ 2π


0


Ṽαβ(θ, φ) = −π
µ


1 0 0


0 1 0


0 0 2


 = ṽαβ (7.354)
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Il campo di spostamento lo si ottiene applicando la trasformazione dalle coordi-
nate locali a quelle iniziali, definita dalla regola (7.330), nel seguente modo:


vkg (x) = −QgαṽαβQkβ
8π2r


=
1


8πµr
Q


1 0 0


0 1 0


0 0 2


QT (7.355)


e in definitiva si ottiene


vkg (x) =
1


8πµr3


x2
1 + r2 x1x2 x1x3


x2x1 x2
2 + r2 x2x3


x3x1 x3x2 x2
3 + r2


 (7.356)


L’integrando della (7.335) si ottiene ponendo φ = π/2 nella (7.351)


∂ω


∂φ


∣∣∣∣
φ=π


2


= { 0 , 0 ,−1 } (7.357)


e la sua integrazione nella variabile θ, come indicato nella (7.335), fornisce∫ 2π


0


∂ω


∂φ


∣∣∣∣
φ=π


2


= −2π { 0 , 0 , 1 } = p̃α (7.358)


Il campo di pressione lo si ottiene applicando la trasformazione dalle coordinate
locali a quelle iniziali, definita dalla regola (7.334), nel seguente modo:


ṗg(x) =
Qgαp̃α
8π2r2


= − 1


4πr2
Q


0


0


1


 (7.359)


e in definitiva si ottiene


ṗg(x) = − 1


4πr3
{ x1 , x2 , x3 } (7.360)


La legge di trasformazione per la pressione si può anche applicare come se-
gue. La pressione deve essere rappresentata nel sistema di riferimento iniziale;
ricordando che


ṗ = (p̃ · e1)e1 + (p̃ · e2)e2 + (p̃ · e3)e3 (7.361)
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le componenti di ṗα nel sistema di riferimento iniziale sono


ṗ1 = − ẽ1 · e1


4πr2
= − x1


4πr3
(7.362a)


ṗ2 = − ẽ2 · e2


4πr2
= − x2


4πr3
(7.362b)


ṗ3 = − ẽ3 · e3


4πr2
= − x3


4πr3
(7.362c)


Dalle equazioni (7.356) e (7.360) si ottengono le seguenti espressioni per
il campo di spostamento e di pressione per il caso di elasticità isotropa e
incomprimibile:


vgk(x) =
1


8πµr


(
δkg +


xkxg
r2


)
(7.363a)


ṗg(x) =
xg


4πr3
(7.363b)


che rappresentano, per il flusso di Stokes, il ben noto Stokeslet.


7.9.2 Materiale elastico lineare isotropo comprimibile


In letteratura le funzioni di Green sono date solo in termini di campo di
spostamento per il caso di materiale elastico lineare isotropo comprimibile senza
prestress; utilizzando le costanti di Lamé, il campo di spostamento si esprime
come (si veda Hirth & Lothe [132])


uij(x− y) =
1


8πµ


[
δij∇2r − λ+ µ


λ+ 2µ


∂2r


∂xi∂xj


]
(7.364)


oppure, introducendo il coefficiente di Poisson ν, come [63, 64]


uij(x− y) =
1


16πµ(1− ν)r


[
(3− 4ν)δij∇2r +


∂r


∂xi


∂r


∂xj


]
(7.365)


In queste due espressioni si considera la distanza r definita da


r = d(x,y) = |x− y| =
√


(xi − yi)2 (7.366)
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ovvero la distanza tra il punto sorgente y e il punto generico x, in cui si misura
il campo. Ne consegue che le funzioni di Green (7.364) e (7.364) sono delle
funzioni traslate e quindi hanno una struttura simile a quelle utilizzate nel
capitolo precedente, ossia nei problemi dell’inclusione e della dislocazione.


La derivata prima di r è data da


∂r


∂xi
=
xi − yi
r


(7.367)


mentre le derivate seconde si esplicitano nel seguente modo


∂2r


∂xi∂xj
=


∂


∂xi


(
xi − yi
r


)
=
δij
r
− (xi − yi)(xj − yj)


r3
(7.368a)


∂2r


∂x2
i


=
r2 − (xi − yi)2


r3
(7.368b)


e dunque il laplaciano diviene


∇2r =
2


r
(7.369)


Ricordando le leggi costitutive che legano le costanti di Lamé al modulo elastico
e al coefficiente di Poisson


µ =
E


2(1 + ν)
(7.370a)


λ =
Eν


(1 + ν)(1− 2ν)
=


2µν


1− 2ν
(7.370b)


si possono scrivere le seguenti relazioni


λ+ µ = µ


(
2ν


1− 2ν
+ 1


)
=


µ


1− 2ν
(7.371a)


λ+ 2µ = µ


(
2ν


1− 2ν
+ 2


)
=


2µ(1− ν)


1− 2ν
(7.371b)


che forniscono
λ+ µ


λ+ 2µ
=


µ


1− 2ν


1− 2ν


2µ(1− ν)
=


1


2(1− ν)
(7.372)
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La quantità tra parentesi del secondo membro della (7.364) può essere riscritta
come


δij∇2r − λ+ µ


λ+ 2µ


∂2r


∂xi∂xj
=


2


r
δij −


1


2(1− ν)


[
δij
r
− (xi − yi)(xj − yj)


r3


]
=


=
1


r


[
2− 1


2(1− ν)


]
δij +


(xi − yi)(xj − yj)
2(1− ν)r3


=


=
1


2(1− ν)r


[
(3− 4ν)δij +


(xi − yi)(xj − yj)
r2


]
(7.373)


A questo punto le (7.364) e (7.365) si possono esprimere in funzione delle
coordinate dei punti x e y


uij(x− y) =
1


16πµ(1− ν)r


[
(3− 4ν)δij +


(xi − yi)(xj − yj)
r2


]
(7.374)


e se si ipotizza che il punto y sia centrato nell’origine si ha:


uij(x) =
1


16πµ(1− ν)r


[
(3− 4ν)δij +


xixj
r2


]
(7.375)


Per il materiale incomprimibile si ha che ν = 0.5 e dunque le (7.374) e (7.375) si
riducono a


uij(x− y) =
1


8πµr


[
δij +


(xi − yi)(xj − yj)
r2


]
(7.376)


e
uij(x) =


1


8πµr


(
δij +


xixj
r2


)
(7.377)


rispettivamente, ed in particolare si osserva che quest’ultima relazione coincide
proprio con la (7.363a).


7.10 Localizzazione conica della deformazione


È possibile analizzare l’effetto di un dipolo di forze in qualità di agente
che perturba un mezzo elastico infinito incomprimibile, pre-deformato con
uno stretch λ3, e che segue la teoria di deformazione J2 per la plasticità nelle
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(a) Modulo degli spostamenti incrementali
nel piano Orx3.


(b) Volumi di livello del modulo degli
spostamenti incrementali.


Figura 7.6: Livelli del modulo del campo di spostamento incrementale generato da un dipolo di
forze convergente soggetto a un prestretch di compressione in prossimità del confine
ellittico; il campo è focalizzato lungo quattro bande di taglio coniche.


condizioni di stato di sforzo assialsimmetrico descritte nel paragrafo 7.5.1; in
particolare si assume un valore del parametro di incrudimento pari a N = 0.4


per il quale i valori critici degli stretch per la perdita di ellitticità, dati nel para-
grafo 7.6.2, sono 0.336 519 (per uno stato iniziale di prestress di compressione) e
2.9716 (corrispondente a un prestress di trazione).


Si considera dapprima la situazione in cui il dipolo è allineato con l’asse x3,
come indicato nella figura 7.6a, con le forze (in rosso) orientate in direzione con-
vergente e uno stato iniziale di stretch di compressione. Il campo di spostamento
incrementale può essere ottenuto mediante la sovrapposizione e la conseguente
implementazione dell’equazione (7.331). In virtù delle condizioni assialsimme-
triche è possibile rappresentare il modulo degli spostamenti incrementali solo
nel piano Orx3, come illustrato nella figura 7.6. Si noti che il modulo del campo
di spostamento è focalizzato lungo quattro coni o bande di taglio coniche.
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Per N = 0.4 e λ3 = 0.336 519 l’equazione di regime (7.199) fornisce un
inclinazione delle superfici coniche di taglio pari a 66.16° rispetto all’asse x3


16,
chiaramente visibile nella figura 7.6.


16 L’equazione di regime (7.199) può essere calcolata con le seguenti sostituzioni: i parametri
del materiale (7.225), il prestress (7.226) e lo strain effettivo (7.177); in questo modo l’equazione di
regime diviene funzione del parametro del materiale N e del prestretch λ3 e dunque è possibile
calcolare l’inclinazione delle superfici coniche di taglio.
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Parte II


LEGGI COSTITUTIVE ELASTOPLASTICHE
NON STANDARD
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Capitolo 8
INTRODUZIONE


I
MATERIALI GRANULARI E GEOLOGICI sono utilizzati in molteplici cam-
pi industriali: ammortizzatori per shock e vibrazioni, protezioni igni-
fughe, barriere termiche, prodotti refrattari, indumenti protettivi, isola-
tori elettrici e catalizzatori. Questi materiali sono caratterizzati da uno


snervamento che dipende dalla pressione e da un comportamento anelastico
dilatante/contraente1. Molteplici funzioni di snervamento sono state introdotte
per descrivere dal punto di vista meccanico questi materiali, i quali devono
soddisfare vari requisiti ed in particolare quelli più importanti sono la conves-
sità e la liscezza; la funzione proposta da Bigoni & Piccolroaz [77, 115, 116],
d’ora innanzi chiamata “funzione di snervamento BP” o semplicemente “BP”,
soddisfa questi requisiti. Inoltre questa funzione ha un’estrema “deformabilità”,
mostrandosi particolarmente appropriata per descrivere la transizione granula-
re/solido che avviene durante la formatura di polveri ceramiche [117, 118], un
processo cruciale nella produzione di molteplici prodotti ceramici.


Nell’ambito della modellazione elastoplastica, la funzione di snervamento
BP introduce il seguente problema: per essere convessa, questa funzione è stata
definita pari a +∞ al di fuori di alcune regioni dello spazio degli sforzi. Di
conseguenza, la funzione di snervamento BP nella sua forma originale non può
essere implementata all’interno di uno schema di integrazione elastoplastica
qualora si voglia utilizzare un algoritmo di return mapping basato sul gradiente


1 Questi comportamenti meccanici sono stati osservati in: poveri ceramiche e metalliche [78–82],
cemento [83], geomateriali [84–94], muratura [95–97], ma anche metalli [98–105], leghe ad alta
resistenza [106] e leghe a memoria di forma [107–114].
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della funzione stessa, in quanto quest’ultimo dovrebbe essere definito ovunque
nello spazio degli sforzi [119]. Se si utilizza una versione non convessa della
funzione di snervamento BP (ottenuta elevando al quadrato i termini che la
compongono) con un algoritmo di return mapping si possono ottenere risultati
sbagliati, come sarà dimostrato da un esempio specifico.


Il problema della superficie di snervamento BP è comune ad altre superfici
di snervamento per geomateriali [120], quindi Penasa, Piccolroaz, Argani &
Bigoni [121]2 hanno superato questa difficoltà proponendo due algoritmi: uno è
basato sulla tecnica di Eulero in avanti con una correzione basata sullo schema
di “ritorno baricentrale”, applicabile alla forma originale della funzione di sner-
vamento BP (definita +∞ al di fuori della superficie di snervamento) ed una
basata su un algoritmo di return mapping con “barriera e subincrementazione”, il
quale può essere applicato alla versione “al quadrato” (e dunque non convessa)
della funzione di snervamento BP. Mappe di iso-errore e i confronti tra due pro-
blemi di modellazione che ammettono soluzione semi-analitica (la formatura di
una polvere ceramica pressata contro una coppa sferica rigida e l’espansione di
un green body con forma di guscio sferico soggetto a pressione interna) mostrano
che entrambi gli algoritmi funzionano correttamente con un accuratezza che è
confrontabile in alcune regioni dello stato di sforzo, ma esistono anche regioni
in cui uno degli algoritmi è superiore all’altro e viceversa.


In particolare, l’algoritmo di “ritorno baricentrale” è più rapido dell’altro,
ma meno accurato in prossimità dei vertici della superficie di snervamento
deviatorica, mentre l’algoritmo di return mapping con “barriera e subincremen-
tazione” si rivela sempre più accurato dell’altro, ma può divenire lento per stati
di sforzo vicino ai vertici della superficie di snervamento meridiana. Infine
si può concludere che sebbene entrambi gli algoritmi hanno i loro vantaggi
e le loro limitazioni, in generale l’algoritmo di return mapping con “barriera e
subincrementazione” può essere preferito all’altro.


Schema generale della Parte II


La seconda Parte è organizzata come segue. Nel nono capitolo si illustra bre-
vemente la superficie di snervamento di Bigoni & Piccolroaz e si descrivono due
nuovi algoritmi di integrazione, mentre nel decimo capitolo si estendono i problemi


2 M. Penasa, A. Piccolroaz, L.P. Argani, and D. Bigoni. “Integration algorithms of elastoplasticity
for ceramic powder compaction”. In Press on: J. Europ. Ceramic Soc. (2014).
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classici dei gusci sferici elastoplastici al caso della superficie di snervamento di
Bigoni & Piccolroaz, mostrando nuove caratteristiche delle soluzioni.


Luca Prakash Argani 269











Capitolo 9


ALGORITMI DI INTEGRAZIONE PER


L’ELASTOPLASTICITÀ PER LA


COMPATTAZIONE DI POLVERI


CERAMICHE


In questo capitolo si illustra brevemente la funzione di snervamento
di Bigoni & Piccolroaz. Si descrivono due algoritmi: uno schema di inte-
grazione esplicito basato sulla tecnica di Eulero in avanti con correzione di
“ritorno baricentrale” e uno schema di integrazione implicito basato su un
algoritmo di ritorno con “barriera e subincrementazione”.


C
OME ANTICIPATO nell’introduzione, il problema con la funzione di
snervamento BP risiede nel fatto che essa è definita pari a +∞ in alcu-
ne regioni al di fuori del dominio elastico (per p /∈ [−c, pc]), figura 9.1.
Pertanto un algoritmo di integrazione basato sulla tecnica standard


del return mapping non funziona e dunque l’obbiettivo di questo capitolo (para-
grafo 9.2) è introdurre un algoritmo esplicito di Eulero in avanti per risolvere
questo problema, mentre un algoritmo implicito, basato su una versione “al
quadrato” della funzione di snervamento, sarà presentato nel paragrafo 9.3.
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Figura 9.1: La funzione di snervamento BP rappresentata come una superficie nel piano p–q.


9.1 La superficie di snervamento BP e il suo baricen-
tro


Bigoni & Piccolroaz [115, 116] hanno introdotto una nuova funzione di
snervamento (BP) per materiali isotropi definita in funzione del tensore di sforzo
σ da


F (σ) = f(p) +
q


g(θ)
(9.1)


dove, definendo il parametro Φ come


Φ =
p+ c


pc + c
(9.2)


le funzioni meridiana e deviatorica si scrivono rispettivamente come1


f(p) =


{
−Mpc


√
(Φ− Φm) [2(1− α)Φ + α] se Φ ∈ [0, 1]


+∞ se Φ /∈ [0, 1]
(9.3a)


1


g(θ)
= cos


[
β
π


6
− cos−1 (γ cos 3θ)


3


]
(9.3b)


1 L’espressione (9.3b) fu proposta da Podgórski [122, 123] e in maniera indipendente da Bigoni &
Piccolroaz [115].
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nelle quali p, q e θ (l’angolo di Lode) sono i seguenti invarianti del tensore di
sforzo


p = − trσ


3
(9.4a)


q =
√


3J2 (9.4b)


θ =
1


3
arccos


(
3
√


3


2


J3


J
3/2
2


)
(9.4c)


i quali, a loro volta, sono funzioni del secondo e del terzo invariante dello sforzo
deviatorico S


J2 =
1


2
trS2 (9.5a)


J3 =
1


3
trS3 (9.5b)


S = σ − trσ


3
I (9.5c)


dove I è il tensore identità.


La funzione di snervamento (9.1)–(9.3) è convessa quando i sette parametri
del materiale che definiscono la forma della funzione meridiana f(p) e della
funzione deviatorica g(θ) ricadono nei seguenti intervalli:


M > 0 pc > 0 c ≥ 0 0 < α < 2


m > 1 0 ≤ β ≤ 2 0 ≤ γ ≤ 1 (9.6)


Baricentro della superficie di snervamento


L’algoritmo di integrazione numerica che verrà illustrato è basato sulla
conoscenza della posizione del baricentro della superficie di snervamento. Con
riferimento alla figura 9.2, esso può essere ottenuto come segue.


La superficie di snervamento possiede simmetrie nel piano deviatorico
dovute all’isotropia (si veda Bigoni & Piccolroaz [115]) e dunque il baricentro
della superficie giace sull’asse idrostatico. L’area infinitesima della sezione
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Figura 9.2: Raggio ρ(θ) e baricentro di due generiche sezioni deviatoriche (situate in differenti valo-
ri di sforzo idrostatico p) della superficie di snervamento BP. Il baricentro giace sull’asse
idrostatico in virtù delle simmetrie delle sezioni deviatoriche dovute all’isotropia.


deviatorica può essere calcolata come


dA =
1


2
ρ2(θ) dθ (9.7)


dove


ρ(θ) =


√
2


3
q = −


√
2


3
f(p)g(θ) (9.8)


è il raggio del contorno della superficie calcolato rispetto all’asse idrostatico,
dimodoché l’area della sezione deviatorica si esprime come


A(p) = 2f2(p)


∫ π
3


0


g2(θ) dθ (9.9)


Applicando la definizione di baricentro


pG =


∫ pc


−c pA(p) dp∫ pc


−cA(p) dp
(9.10)


si ottiene la coordinata del baricentro della superficie di snervamento BP sull’asse
idrostatico


pG =
(m+ 1)pc [(α− 3)m− 6] + c [6(α+ 1) +m(m+ 7)]


(m+ 3) [(α− 4)m− 2(α+ 2)]
(9.11)
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Figura 9.3: Schema geometrico dell’algoritmo di “ritorno baricentrale” per l’integrazione di
equazioni costitutive elastoplastiche incrementali.


che è una formula che coinvolge tutti i parametri meridian della funzione di
snervamento, ad eccezion di M .


9.2 L’algoritmo di “ritorno baricentrale”


Si propone una procedura numerica di integrazione per equazioni costitutive
elastoplastiche incrementali basata su un algoritmo di ritorno rappresentato dal
punto di vista geometrico nella figura 9.3 e che può essere descritto in maniera
sintetica dal Box 9.2.


In particolare, partendo da uno stato assegnato al passo n [punto (1) nel
Box 9.2] e dopo il tipico passo di tentativo elastico [punto (2)], il punto di
sforzo allo snervamento si trova sulla linea congiungente lo stato di tentativo
con quello iniziale [punto (3)]; da questo punto, dopo aver eliminato lo strain
puramente elastico dall’incremento di strain [punto (4)], si trova un nuovo
incremento di sforzo utilizzando l’operatore elastoplastico tangente [punto (5)];
l’incremento di strain plastico viene aggiornato [punto (6)] ed infine si effettua
un ritorno sulla superficie di snervamento aggiornata percorrendo la linea che
congiunge il baricentro della superficie di snervamento [punti (7)–(8)].
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Box 9.2: L’algoritmo di “ritorno baricentrale”


(1) È dato uno stato iniziale al passo n, descritto dalle variabili σn, εe
n,


ε
p
n ed è dato un’incremento di strain ∆ε;


(2) calcolare la soluzione elastica di tentativo:


σtrial
n+1 = σn + E[∆ε]


(3) trovare il punto di sforzo σy
n+1 allo snervamento (mantenendo


fisso εp
n) lungo la linea che va da σn a σtrial


n+1, tale che


F
(
σ


y
n+1, ε


p
n


)
= 0


(4) calcolare l’incremento di deformazione elastica corrispondente a
σ


y
n+1 − σn, ovvero:


∆ε
y
n+1 = E−1


[
σ


y
n+1 − σn


]
(5) calcolare l’incremento di sforzo attraverso l’operatore elastoplasti-


co tangente (mantenendo fisso εp
n) come


σ
(0)
n+1 = σ


y
n+1 + C


[
∆ε−∆ε


y
n+1


]
(6) aggiornare la deformazione plastica


ε
p (0)
n+1 = εp


n + ∆ε− E−1
[
σ


(0)
n+1


]
(7) trovare lo sforzo σ(1)


n+1 sulla superficie di snervamento aggiornata


F
(
σ


(1)
n+1, ε


p (0)
n+1


)
= 0


(8) aggiornare la deformazione plastica per lo stato finale di sforzo
sulla superficie di snervamento


ε
p (1)
n+1 = εp


n + ∆ε− E−1
[
σ


(1)
n+1 − σn


]
(9) EXIT.
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Figura 9.4: La “barriera” per la superficie di snervamento BP. I punti di sforzo in cui l’algoritmo di
return mapping funziona correttamente sono situati dalla parte del piano in cui giace la
superficie di snervamento. Il “falso dominio elastico” è raffigurato marrone.


Ci sono due funzioni find (“cerca”) nella procedura descritta dal Box 9.2: il
primo si trova al punto (3) mentre il secondo è al punto (7). Entrambi corri-
spondono alla procedura di trovare gli zeri di una funzione scalare (la funzione
di snervamento) di variabile tensoriale (lo sforzo), e la si può affrontare con
varie tecniche numeriche; in particolare, in questa trattazione è stato usato il
metodo della bisezione. Per quanto riguarda la funzione find del punto (3),
lo zero di F viene cercato lungo il segmento che collega σn con σtrial


n+1, mentre
non si prescrivono direzioni a-priori per il ritorno sulla superficie di snerva-
mento dallo stato di sforzo σ(0)


n+1 al punto (5). Si propone di trovare lo zero di
F
(
σ


(1)
n+1, ε


p (0)
n+1


)
= 0 lungo il segmento che collega σ(0)


n+1 con il baricentro della
superficie di snervamento σG [definito dal parametro pG, equazione (9.11)].


9.3 L’algoritmo di integrazione con “barriera e su-
bincrementazione”


Si propone uno schema di integrazione implicito come alternativa alla pro-
cedura di Eulero in avanti con correzione di “ritorno baricentrale” descritta
nel paragrafo precedente. Poiché l’algoritmo standard di return mapping non
funziona in una zona dello spazio degli sforzi, questa zona può essere delimitata
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introducendo un piano di sezione (la “barriera”) ortogonale all’asse idrostatico,
cosicché si può costruire un nuovo algoritmo nel quale lo schema di return
mapping è modificato con una subincrementazione qualora lo sforzo di tentativo
elastico ricada in quella zona. In particolare, se la soluzione elastica di tenta-
tivo σtrial ricade dalla stessa parte della “barriera” come il punto di partenza,
l’algoritmo di return mapping converge correttamente (come dimostrato nel
paragrafo 9.3.1), mentre, se ricade oltre “barriera”, si avvia una subincrementa-
zione iterativa nella quale l’incremento di strain ∆ε viene suddiviso e il return
mapping è applicato iterativamente con successivi aggiornamenti della funzione
di snervamento, dimodoché l’intero passo iniziale viene eseguito rimanendo
nella zona di sforzo corretta.


La posizione della “barriera” dipende dalla forma e dalla dimensione della
superficie di snervamento BP (si veda la figura 9.4) e può essere determinata
come segue.


9.3.1 La funzione di snervamento “BP al quadrato” e la “bar-
riera”


La funzione di snervamento “BP al quadrato” si ottiene elevando al quadrato
i termini presenti nell’equazione (9.3), dunque la parte meridiana (dividendo
per pc) può essere scritta come:


f̃(Φ) = M2 (Φ− Φm) [2(1− α)Φ + α] (9.12)


Le derivate prima e seconda di questa funzione rispetto a Φ sono


df̃(Φ)


dΦ
= M2


{
2(1− α) [2Φ− (1 +m)Φm] + α


(
1−mΦm−1


)}
(9.13)


e


d2f̃(Φ)


dΦ2
= M2


{
2(1− α)


[
2−m(1 +m)Φm−1


]
− αm(m− 1)Φm−2


}
(9.14)


rispettivamente. Si noti che la funzione di snervamento “BP al quadrato” è
differenziabile (le derivate prima e seconda sono definite ovunque) ma, in
generale, perde la convessità e genera un cosiddetto “falso dominio elastico”
(una terminologia introdotta da Brannon & Leelavanichkul [120]) che è visibile
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nella figura 9.4. Per questo motivo l’algoritmo di Newton-Raphson


Φn+1 = Φn −
f̃(Φn)


df̃(Φ)
dΦ


∣∣∣
Φn


(9.15)


in generale non converge. Tuttavia è possibile dimostrare che per la funzione di
snervamento “BP al quadrato” esiste una regione non convessa all’interno della
quale il metodo di Newton-Raphson riesce a convergere nonostante la non con-
vessità. Questa regione è delimitata dalla “barriera” introdotta precedentemente,
la cui posizione può essere determinata come segue.


Box 9.3.1: L’algoritmo di integrazione con “barriera e subincremen-
tazione”


(1) È dato uno stato iniziale al passo n descritto dalel variabili σn, εe
n,


ε
p
n ed è dato un incremento di strain ∆ε;


(2) Si pongono ∆εi = ∆ε e m = 1 (dove m definisce l’intervallo di
subincremento);


(3) INITIALIZE: tutte le variabili sono poste uguali al valore nel passo
iniziale n;


(4) DO i = 1, m;


(5) Calcolare la soluzione elastica di tentativo


σtrial
n+1,i = σn + E[∆εi]


(6) Calcolare Φtrial
n+1,i =


pn+1,i+cn
pc,n+cn


e Φb mediante la risoluzione
dell’equazione (9.18);


(7) Controllare la posizione rispetto alla “barriera”


IF Φtrial
n+1,i ≤ Φb GOTO standard return mapping;


(8) Procedure di subincrementazione


ELSE m = 2m AND ∆εi = ∆ε
m ;


(9) GOTO (3)
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4


−0.2


−0.1


0.1


0.2


0.3


0.4


Φa Φb


Pa


Pb


ra


rb


Φ


f̃(Φ)


Figura 9.5: Calcolo della posizione della “barriera”. I punti stazionari locali (massimo e minimo) e
punti di inflessione sono evidenziati con pallini rossi, mentre i limiti della regione non
convessa (all’interno della quale l’algoritmo di Newton-Raphson può ancora essere
utilizzato) sono evidenziati in verde. Le linee tratteggiate ra e rb sono le tangenti alla
funzione meridiana nei punti Pa e Pb rispettivamente. La curva f̃(Φ) è stata ottenuta
con i seguenti parametri: M = 1, m = 3, α = 1.5, pc = 100 MPa, e c = 10 MPa.


Posizione della “barriera”


Si consideri la situazione rappresentata nella figura 9.5. I punti generici
Pa =


(
Φa, f̃(Φa)


)
e Pb =


(
Φb, f̃(Φb)


)
giacciono sulla funzione meridiana e


dunque è possibile calcolare le tangenti ra e rb in questi punti come


ra : f̃(Φ) = f̃(Φa) + f̃
′
(Φa)(Φ− Φa) (9.16)


e
rb : f̃(Φ) = f̃(Φb) + f̃


′
(Φb)(Φ− Φb) (9.17)


riferite ai punti Pa e Pb rispettivamente, e in cui le derivate sono effettuate
rispetto a Φ. Se si impone che


(
Φa, 0


)
∈ rb e


(
Φb, 0


)
∈ ra si ottiene il seguente


sistema algebrico non lineare:{
f̃(Φa) + f̃


′
(Φa)(Φ− Φa) = 0


f̃(Φb) + f̃
′
(Φb)(Φ− Φb) = 0


(9.18)


nelle incognite Φa e Φb; questi valori, che possono essere calcolati numeri-
camente, definiscono la regione [Φa,Φb] all’interno della quale l’algoritmo di
Newton-Raphson può ancora essere utilizzato anche se la funzione di sner-
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Tabella 9.1: Passi di deformazione ∆ε usati per confrontare la prestazione dell’algoritmo di in-
tegrazione “baricentrale” con quello del return mapping applicato alla funzione di
snervamento “BP al quadrato”.


Tipologia di test Deformazione


∆ε1 ∆ε2 = ∆ε3


Test 1 Compressione isotropa −0.024 −0.024
Test 2 Trazione isotropa 0.000 137 14 0.000 137 14
Test 3 Deformazione monoassiale negativa −0.008 072 8 0
Test 4 Deformazione monoassiale positiva 0.000 373 12 0
Test 5 Compressione triassiale −0.009 283 9 −0.018 567 8
Test 6 Estensione triassiale −0.006 091 −0.012 182


∆ε1 = −∆ε2 ∆ε3


Test 7 Taglio 0.000 784 08 0


vamento “BP al quadrato” non è convessa. In conclusione Φb è il valore che
definisce la posizione della “barriera” da usare nello schema di subincrementa-
zione, come mostrato nel Box 9.3.1 (si noti che Φa non è necessario in quanto
nell’algoritmo di integrazione lo sforzo di tentativo elastico giace sempre al di
fuori del dominio elastico).


9.4 La prestazione numerica: l’accuratezza del pas-
so finito


La prestazione numerica della tecnica di integrazione baricentrale è stata
collaudata confrontando i risultati ottenuti per un passo finito assegnato di
deformazione (preso in diverse direzioni nello spazio dei tensori simmetrici,
come descritto nella tabella 9.1) con quelli ottenuti con la tecnica di return
mapping con “barriera” [119] applicata alla funzione di snervamento “BP al
quadrato” senza subincrementazione. In questo modo si vedrà che per certi
valori di sforzo di tentativo elastico non si raggiunge la convergenza per il
secondo algoritmo.


Il confronto tra i due algoritmi di integrazione è stato condotto assumendo:
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• una forma della superficie di snervamento, ovvero


M = 0.26 m = 2 α = 1.99 β = 0.12


γ = 0.98 pc = 350 MPa c = 2 MPa (9.19)


• parametri elastici in termini delle costanti di Lamé: λ = 2669.49 MPa e
µ = 4745.76 MPa;


• incrudimento lineare (strain-hardening).


Si noti che i parametri sopra elencati sono stati selezionati in modo da simulare
materiali simili al cemento, mentre il modello elastoplastico con incrudimento
lineare è stato implementato come routine UMAT per Simulia Abaqusr.


I passi di strain prescritti nella tabella 9.1 per testare la capacità degli algorit-
mi di integrazione e i corrispondenti sforzi di tentativo elastico sono riportati
assieme alle rappresentazioni delle sezioni meridiane della BP nello spazio
degli strain e nello spazio dello sforzo, rispettivamente nella parte superiore e
in quella inferiore della figura 9.6, dove θ è l’angolo di Lode (9.4c). Gli sforzi di
tentativo elastico nel piano deviatorico della superficie di snervamento BP sono
riportati nella parte centrale della figura 9.6.


Si noti che gli sforzi di tentativo prescritti sono stati assegnati in modo tale
che il 20% della loro norma sia situata in ogni caso al di fuori del dominio
elastico, ovvero


∥∥σtrial
∥∥ = 1.2


∥∥σy
∥∥. I risultati in termini di sforzi e strain plastici


raggiunti al termine della procedura sono riportati nella tabella 9.2 per i Test da
1 a 6, mentre i risultati per il Test 7 sono riportati nelle tabelle 9.3 e 9.4 Inoltre
è stato aggiunto un cosiddetto risultato “esatto” a quelli dei due algoritmi te-
stati; questo è stato ottenuto attraverso successive suddivisioni dell’incremento
di strain fino ad arrivare ad un numero sufficientemente grande di subincre-
menti per raggiungere la convergenza entro tolleranze ristrette (ad esempio
richiedendo che l’errore relativo tra gli ultimi due subincrementi sia inferiore
a 1× 10−6). Per il percorso di deformazione di compressione isotropa (ossia il
“test 1”) l’algoritmo di return mapping non converge a causa della non convessità
della funzione di snervamento “BP al quadrato” e dunque i risultati non sono
riportati nella tabella.
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Tabella


9.2:
Sforzie


strain
plasticialla


fine
delpasso


finito
calcolaticon


varialgoritm
iper


ipercorsidistrain
e


sforzo
1-6


descrittinella
tabella


9.1
e


rappresentatigraficam
ente


nella
figura


9.6.


M
etodo


Sforzo
[M


Pa]
Errore


Strain
plastico


Errore


σ
1


σ
2


=
σ


3
%


ε
p1


ε
p2


=
ε


p3
%


Test1
R


itorno
“baricentrale”


−
3
8
4
.8


−
3
8
4
.8


0
.0


5
−


2
.0


1
0
3
×


1
0
−


3
−


2
.0


1
0
3
×


1
0
−


3
0
.5


3
R
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m


apping
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4
2
0
.0


−
4
2
0
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9
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0
1
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−
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3
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Tabella 9.3: Sforzo alla fine del passo finito calcolato con vari algoritmi per il percorso 7 di strain e
sforzo descritto nella tabella 9.1 e rappresentato graficamente nella figura 9.6.


Metodo Sforzo [MPa] Errore


σ1 σ2 σ3 %


Test 7 Ritorno “baricentrale” 6.460 −7.826 −0.433 0.61
Return mapping 6.441 −7.741 −0.354 0.54
Esatto 6.450 −7.782 −0.391


Tabella 9.4: Strain platico alla fine del passo finito calcolato con vari algoritmi per il percorso 7 di
strain e sforzo descritto nella tabella 9.1 e rappresentato graficamente nella figura 9.6.


Metodo Strain platico Errore


ε
p
1 ε


p
2 ε


p
3 %


Test 7 R. “baricentrale” 7.4599 × 10−5 1.1561 × 10−5 1.6671 × 10−5 6.64
Return mapping 7.8884 × 10−5 4.9236 × 10−4 1.0745 × 10−5 5.92
Esatto 7.6856 × 10−5 8.0822 × 10−6 1.3524 × 10−5


Sono state generate delle mappe di iso-errore per mostrare l’andamento
dell’errore nello spazio degli sforzi per i due algoritmi per vari incrementi
di strain, scelti con la condizione che le soluzioni elastiche di tentativo σtrial


giacciano rispettivamente nel piano meridiano (individuato dalla base { t,n }
nella figura 9.7a) e nel piano deviatorico (individuato dalla base {m,n } nella
figura 9.7b).


Gli intervalli su cui sono definite le mappe di iso-errore sono i seguenti:


0 ≤ ∆σtrial
n


|σy|
≤ 0.2 (9.20a)


−0.2 ≤ ∆σtrial
t


|σy|
≤ 0.2 (9.20b)


−0.2 ≤ ∆σtrial
m


|σy|
≤ 0.2 (9.20c)


dove σy è lo sforzo considerato allo snervamento e


∆σtrial = ∆σtrial
t t+ ∆σtrial


n n+ ∆σtrial
m m (9.21)
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(a) Vista di una sezione meridiana. (b) Vista di una sezione deviatorica.


Figura 9.7: Sezioni della superficie di snervamento e sistema di riferimento locale utilizzato per la
generazione delle mappe di iso-errore.


Le mappe di iso-errore sono riportate nelle figure 9.8-9.11 assumendo co-
me sforzi di snervamento σy quelli corrispondenti ai test 3-6 della tabella 9.1,
rappresentati graficamente nella figura 9.6.


Si può notare dalle figure 9.8c e 9.10c che l’algoritmo di ritorno “baricentrale”
ha una bassa accuratezza quando lo sforzo di snervamento σy giace in prossimi-
tà dell’angolo della sezione deviatorica (si veda la figura 9.6 nella parte centrale,
Test 3 e 5) e l’incremento di sforzo non è radiale. Tuttavia l’accuratezza è elevata
in entrambi i piani individuati dalle basi { t,n } e {m,n } quando lo sforzo
di snervamento σy giace in prossimità della parte piatta di questa sezione (si
veda la figura 9.6 nella parte centrale, Test 4 e 6), come illustrato nelle figure 9.9
e 9.11.
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Capitolo 10
CONFRONTO CON SOLUZIONI


SEMI-ANALITICHE


Si illustrano due interessanti applicazioni per gli algoritmi descritti nel
capitolo precedente: il problema della compattazione di polveri ceramiche
all’interno di una coppa sferica rigida e il problema dell’espansione di un
guscio sferico con parete spessa realizzato per un green body. Si determinano
le soluzioni esatte e il confronto in termini di mappe di errore con i risultati
forniti dai due algoritmi evidenzia la correttezza e l’accuratezza gli algoritmi
proposti.


I
RISULTATI NUMERICI ottenuti mediante gli algoritmi proposti sono sta-
ti confrontati con soluzioni semi-analitiche di semplici problemi di
compattazione e deformazione di un green body. In particolare, nel
paragrafo 10.2 si considera la formatura di uno strato spesso di polvere


ceramica con comportamento elastico perfettamente plastico, compresso contro
una coppa sferica rigida (figura 10.2a a pagina 293). Inoltre, nel paragrafo 10.3
si considera un green body a forma di guscio sferico con parete spessa, superficie
esterna scarica, e soggetto a una pressione interna uniforme che fa espandere il
guscio fino al collasso, il quale corrisponde alla completa plasticizzazione (figu-
ra 10.2b a pagina 293). In virtù della simmetria sferica, è possibile ottenere per
entrambi i problemi accurate soluzioni semi-analitiche per il campo di sforzo
mediante integrazione numerica diretta delle equazioni di equilibrio.


Questi problemi test, che differiscono tra di loro solo per le condizioni al
contorno, sono usati per verificare l’accuratezza e l’efficienza degli algoritmi
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10 | CONFRONTO CON SOLUZIONI SEMI-ANALITICHE


Figura 10.1: Sistema di riferimento e componenti dello sforzo per il guscio sferico.


proposti. Essi rappresentano solamente delle simulazioni di problemi di model-
lazione di processi industriali e non possono essere considerati completamente
realistici in quanto l’incrudimento (e dunque l’evoluzione della superficie di
snervamento) è trascurato, così come l’incremento di coesione.


Il problema dell’espansione di un guscio sferico con parete spessa è inte-
ressante di per sé, a causa delle applicazioni in geotecnica, ed è stato risolto
in passato con varie ipotesi [124–128] ma non lo è mai stato con la funzione
di snervamento BP. Il problema della compattazione di uno strato di polvere
contro una coppa sferica non è mai stato risolto analiticamente.


Per entrambi i problemi, i raggi interno ed esterno del guscio sono indicati
con a e b rispettivamente, mentre la pressione interna è Π, la quale è assunta
crescente da zero al valore massimo corrispondente alla completa plasticiz-
zazione del guscio. Poiché la geometria è a simmetria radiale, si adotta un
sistema di riferimento in coordinate sferiche (r, θ, φ). La soluzione è nota nel
caso di plasticità perfetta con il criterio di snervamento di Tresca [126] e dunque
l’obbiettivo è generalizzare la soluzione al criterio di snervamento BP.


In virtù della simmetria sferica, lo sforzo e la deformazione dipendono
solamente dal raggio r (figura 10.1). Le componenti di deformazione non nulle
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(a) Compattazione contro una coppa rigida di uno strato
di polvere ceramica con comportamento perfettamente
plastico.


(b) Espansione di un guscio sferico con pare-
te spessa perfettamente plastico soggetto
a pressione interna.


Figura 10.2: Geometria e sistema di riferimento per i problemi test della compattazione (a) e
dell’espansione (b) di gusci sferici perfettamente plastici soggetti a pressione interna.
In entrambi i casi il contorno della zona plasticizzata è rappresentato dal raggio δ che
spazia da r = a a r = b per valori crescenti della pressione interna Π.


radiale, azimutale e polare sono rispettivamente:


εr =
du


dr
(10.1a)


εθ = εφ =
u


r
(10.1b)


dove u è lo spostamento radiale. L’equazione di compatibilità cinematica è


εr =
d


dr
(rεθ) (10.2)


mentre l’equazione di equilibrio in coordinate sferiche è


dσr
dr


+
2


r
(σr − σθ) = 0 (10.3)


la quale deve essere completata dalle condizioni al contorno
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Le equazioni costitutive elastiche sono


εr =
1


E
(σr − 2νσθ), (10.4a)


εθ =
1


E


[
(1− ν)σθ − νσr


]
(10.4b)


dove E è il modulo elastico di Young e ν è il coefficiente di Poisson. Il criterio
di snervamento di Tresca coincide (con le assunzioni fatte in questa sede) con il
criterio di von Mises, il quale può essere espresso come:


|σθ − σr| − σy = 0 (10.5)


dove σy è lo sforzo di snervamento monoassiale, mentre il criterio di snerva-
mento di Bigoni & Piccolroaz (9.1) si scrive ora nella seguente forma:


F (σ) = f
(σr + 2σθ


3


)
+
|σr − σθ|
g(π3 )


= 0 (10.6)


10.1 La soluzione elastica


Utilizzando le equazioni (10.2), (10.3) e (10.4) si ottiene


1− ν
2


d


dr
(σr + 2σθ) = 0 (10.7)


Questa equazione, assieme alla (10.3), forma un sistema di EDO (o ODE) che
può essere risolto in forma esatta, la cui soluzione è:


σr(r) =
C1


3
+
C2


r3
(10.8a)


σθ(r) =
C1


3
− C2


2r3
(10.8b)


dove C1 e C2 sono costanti di integrazione da definire attraverso le condizioni
al contorno (CC). I campi di spostamento e deformazione associati si ottengono
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Figura 10.3: Rappresentazione schematica dl modello di coppa sferica rigida. Poiché il problema
ha simmetria sferica, l’analisi può essere ridotta a un quarto di anello; si noti la
disposizione dei vincoli: l’anello è semplicemente appoggiato alle estremità ed è
confinato (ovvero completamente bloccato) sulla superficie esterna.


dalle (10.4) e (10.1) e si esprimono come:


εr(r) =
1


E


[
(1− 2ν)


C1


3
+ (1 + ν)


C2


r3


]
(10.9a)


εθ(r) =
1


E


[
(1− 2ν)


C1


3
− (1 + ν)


C2


2r3


]
(10.9b)


u(r) =
1


E


[
(1− 2ν)


C1


3
r − (1 + ν)


C2


2r2


]
(10.9c)


10.2 Compattazione di uno strato spesso di materia-
le elastico perfettamente plastico che segue il
criterio di snervamento BP contro una coppa
sferica


Per il problema della compattazione di uno strato spesso contro una coppa
sferica rigida (figure 10.2a e 10.3) le condizioni al contorno sono le seguenti:


σr
∣∣
r=a


= −Π (10.10a)


u
∣∣
r=b


= 0 (10.10b)
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dove Π è la pressione interna. I parametri del materiale che definiscono la forma
della superficie di snervamento BP sono stati scelti uguali a quelli caratteristici
della polvere di allumina [81, 82], ovvero:


M = 1.1 m = 2 α = 0.1 β = 0.19


γ = 0.9 pc = 40 MPa c = 1.5 MPa (10.11)


Si noti che si assume uno stato iniziale corrispondente ad uno stato interme-
dio del processo di densificazione, in quanto si trascurano in questo esempio
l’incrudimento e l’aumento della coesione.


10.2.1 La soluzione elastica


Nella fase iniziale, ovvero quando la pressione interna è sufficientemente
bassa da non far raggiungere la condizione di snervamento ad alcun punto del
guscio sferico, il problema è puramente elastico: qui si ha Π ≤ Πy, dove Πy è
definita come la pressione interna che genera l’inizio dello snervamento sulla
superficie interna del guscio.


La soluzione (10.8)-(10.9c) assieme alle condizioni al contorno (10.10), for-
nisce il seguente campo di sforzo all’interno dello strato spesso: a ≤ r ≤ b,


σe
r(Π, r) = − a3(1 + ν)Π


a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
− 2a3b3(1− 2ν)Π


a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)


1


r3
(10.12a)


σe
θ(Π, r) = − a3(1 + ν)Π


a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
+


a3b3(1− 2ν)Π


a3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)


1


r3
(10.12b)


Per il criterio di snervamento di von Mises (VM), la pressione critica di snerva-
mento Πy è rappresentata dallo stato di forzo che soddisfa


|σe
r − σe


θ| = σy (10.13)


e può essere calcolata come


Πy =
σ0


3


[
2 +


1 + ν


1− 2ν


(a
b


)3
]


(10.14)


Nei calcoli che seguono si assume ν = 0.26. Per il criterio di snervamento BP
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la pressione critica di snervamento Πy corrisponde a uno stato di sforzo che
soddisfa


max
a≤r≤b


F
(
σe
r(Πy, r), σ


e
θ(Πy, r)


)
= 0 (10.15)


ovvero Πy può essere calcolato come la soluzione numerica della precedente
equazione e si può dimostrare numericamente che la plasticizzazione comincia
dalla superficie interna dello strato, ovvero per r = a.


10.2.2 La soluzione elastoplastica


La soluzione elastoplastica è valida per una pressione interna Π > Πy che im-
plica una deformazione sia elastica che plastica dello strato. Una volta raggiunta
la pressione interna di primo snervamento, ovvero Π > Πy, la plasticizzazione
del materiale propaga attraverso lo spessore dello strato partendo dalla superfi-
cie interna e avanzando verso quella esterna. Si individua così una superficie di
transizione, generata dai punti che si trovano al limite elastico, che delimita la
regione in cui il materiale è plasticizzato da quella in cui il materiale è ancora in
campo elastico. Questa superficie di transizione è definita dal suo raggio δ; in
questo modo, durante la fase di propagazione lo strato risulta essere composto
da due regioni: la prima corrisponde a un guscio sferico con raggi interno ed
esterno pari ad a e δ rispettivamente (ovvero la zona plasticizzata), mentre la
seconda è ancora un guscio sferico (concentrico al primo) ma con raggi interno
ed esterno pari a δ e b rispettivamente (che corrisponde alla zona elastica); la
seconda regione è soggetta ad una pressione interna Πδ all’interfaccia con la
zona plasticizzata.


Assumendo che la pressione di snervamento all’interfaccia r = δ sia Πδ, il
generico criterio di snervamento si esprime come:


F
(
σe
r(Πδ, δ), σ


e
θ(Πδ, δ)


)
= 0 (10.16)


la quale fornisce una relazione tra δ e Πδ . Per esempio, la pressione all’interfaccia
per il criterio di von Mises può essere ottenuta dall’equazione (10.14) imponendo
a = δ come


Πδ =
σ0


3


[
2 +


1 + ν


1− 2ν


(
δ


b


)3
]


(10.17)


mentre per il criterio BP la pressione Πδ deve essere calcolata numericamente.
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La soluzione per la zona elastica (δ ≤ r ≤ b) può essere ottenuta dalle
equazioni (10.12a) e (10.12b) dove a e Π sono sostituite rispettivamente da δ e
Πδ , le quali sono dati dalla (10.16), e dunque gli sforzi divengono:


σep
r (r) = − δ3(1 + ν)Πδ


δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
− 2δ3b3(1− 2ν)Πδ


δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)


1


r3
(10.18a)


σ
ep
θ (r) = − δ3(1 + ν)Πδ


δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)
+


δ3b3(1− 2ν)Πδ


δ3(1 + ν) + 2b3(1− 2ν)


1


r3
(10.18b)


Si nota che la soluzione della parte elastica è nota solo quando è nota la relazione
tra il raggio δ e la pressione Πδ .


La soluzione per la zona plasticizzata (a ≤ r ≤ δ) si ottiene dal sistema
algebrico-differenziale composto dalle equazioni di equilibrio (10.3), le con-
dizioni al contorno (10.10) e la condizione di snervamento (10.5) o (10.6) (a
seconda del criterio scelto). Questo sistema si esprime come:


dσr
dr


+
2


r
(σr − σθ) = 0


F
(
σr(r), σθ(r)


)
= 0


σr
∣∣
r=a


= −Π


σr
∣∣
r=δ


= −Πδ


(10.19)


il quale è risolvibile analiticamente per il criterio di von Mises, mentre solo
numericamente per il criterio BP. In particolare, il sistema (10.19) ammette la
seguente soluzione per von Mises:


σep
r (r) = −


σy


3


[
2 +


1 + ν


1− 2ν


(
δ


b


)3


+ 6 ln


(
δ


r


)]
(10.20a)


σ
ep
θ (r) = −


σy


3


[
−1 +


1 + ν


1− 2ν


(
δ


b


)3


+ 6 ln


(
δ


r


)]
(10.20b)


e la relazione tra δ e la pressione interna Π è data da


Π =
σy


3


[
2 +


1 + ν


1− 2ν


(
δ


b


)3


+ 6 ln


(
δ


a


)]
(10.21)


che è una relazione non lineare. Una volta fissato il valore del raggio δ, che
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rappresenta l’ampiezza della zona plasticizzata, è possibile ottenere la pressione
interna Π e gli sforzi in tutti i punti dello strato, ovvero per a ≤ r ≤ b.


I risultati in termini di componenti di sforzo radiale e polare e i due invarianti
di sforzo p e q sono riportati nella figura 10.4 in funzione di una coordinata locale
(un raggio) che definisce lo spessore del guscio (diviso per il raggio medio rm =


(a+ b)/2 dello strato sferico)1, assieme ai risultati numerici ottenuti con i due
algoritmi proposti. Sono stati considerati tre differenti limiti di plasticizzazione
δ (corrispondenti al 20%, 40% e 60% dello spessore) sia per il criterio di von
Mises che per quello BP. I risultati presentati nella figura supportano pienamente
la validità degli algoritmi numerici proposti, i quali forniscono gli stessi risultati
della soluzione semi-analitica.


10.3 Espansione di un guscio sferico perfettamente
plastico che segue il criterio di snervamento BP


Le condizioni al contorno per il problema dell’espansione di un guscio sferico
con parete spessa soggetto ad una pressione interna uniforme (figure 10.2b
e 10.5) sono le seguenti:


σr
∣∣
r=a


= −Π (10.22a)


σr
∣∣
r=b


= 0 (10.22b)


dove Π è la pressione interna e il contorno esterno è assunto scarico. I parametri
del materiale che definiscono la forma della superficie di snervamento BP sono
stati scelti uguali a quelli tipici di una polvere ceramica parzialmente densificata,
ovvero:


M = 1.33 m = 2 α = 1 β = 1


γ = 0 pc = 150 MPa c = 150 MPa (10.23)


La soluzione di questo problema può essere ottenuta con lo stesso metodo
descritto nel paragrafo 10.2 in quanto solo le condizioni sono diverse.


1 Maggiori dettagli sui parametri geometrici sono forniti nel paragrafo 10.4.
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Figura 10.5: Rappresentazione schematica del modello dell’espansione di un guscio sferico con
parete spessa. Poiché il problema ha simmetria sferica, l’analisi può essere ridotta
a un quarto di anello; si noti la disposizione dei vincoli: l’anello è semplicemente
appoggiato alle estremità mentre la superficie esterna è libera, contrariamente al caso
di studio precedente.


La soluzione elastica, valida per una pressione interna sufficientemente
bassa (ovvero Π ≤ Πy), è data da


σe
r(r) =


Π(
b
a


)3 − 1


[
1−


(
b


r


)3
]


(10.24a)


σe
θ(r) =


Π(
b
a


)3 − 1


[
1 +


1


2


(
b


r


)3
]


(10.24b)


Per il criterio di snervamento di von Mises, |σe
r − σe


θ| = σy, la pressione critica
di snervamento Πy è pari a


Πy =
2


3
σ0


[
1−


(a
b


)3
]


(10.25)


mentre per il criterio BP la pressione critica di snervamento Πy si ottiene risol-
vendo l’equazione (10.15) e si può dimostrare numericamente che la plasticizza-
zione parte dalla superficie interna del guscio.


La soluzione elastoplastica è valida per una pressione interna Π > Πy che im-
plica una deformazione sia elastica che plastica dello strato. Una volta raggiunta
la pressione interna di primo snervamento, ovvero Π > Πy, la plasticizzazione
del materiale propaga attraverso lo spessore del guscio partendo dalla superficie
interna e avanzando verso quella esterna. Si individua così una superficie di
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transizione, generata dai punti che si trovano al limite elastico, che delimita la
regione in cui il materiale è plasticizzato da quella in cui il materiale è ancora in
campo elastico. Questa superficie di transizione è definita dal suo raggio δ; in
questo modo, durante la fase di propagazione il guscio risulta essere composto
da due regioni: la prima corrisponde a un guscio sferico con raggi interno ed
esterno pari ad a e δ rispettivamente (ovvero la zona plasticizzata), mentre la
seconda è ancora un guscio sferico (concentrico al primo) ma con raggi interno
ed esterno pari a δ e b rispettivamente (che corrisponde alla zona elastica); la
seconda regione è soggetta ad una pressione interna Πδ all’interfaccia con la
zona plasticizzata.


Si ottiene la relazione tra δ e Πδ risolvendo l’equazione (10.16). Per il criterio
di von Mises Πδ risulta essere pari a


Πδ =
2


3
σy


[
1−


(
δ


b


)3
]


(10.26)


mentre per il criterio BP la pressione Πδ deve essere calcolata numericamente.


La soluzione per la zona elastica, δ ≤ r ≤ b, è data da:


σep
r (r) =


Πδ(
b
δ


)3 − 1


[
1−


(
b


r


)3


,


]
(10.27a)


σ
ep
θ (r) =


Πδ(
b
δ


)3 − 1


[
1 +


1


2


(
b


r


)3
]


(10.27b)


La soluzione per la zona plastica, a ≤ r ≤ δ, è ottenuta dal sistema algebrico-
differenziale (10.19). Questo sistema ammette una soluzione in forma chiusa
per il caso semplice del criterio di snervamento di von Mises; in questo caso gli
sforzi assumono la forma:


σr = −2


3
σy


[
1−


(
δ


b


)3


+ ln


(
δ


r


)3
]


(10.28a)


σθ =
1


3
σy


[
1 + 2


(
δ


b


)3


− 2 ln


(
δ


r


)3
]


(10.28b)
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e la relazione tra δ e la pressione interna Π è data da:


Π =
2


3
σy


[
1−


(
δ


b


)3


+ ln


(
δ


a


)3
]


(10.29)


Una volta fissato il valore del raggio δ, che rappresenta l’ampiezza della zona
plasticizzata, è possibile ottenere la pressione interna Π e gli sforzi in tutti i
punti dello strato, ovvero per a ≤ r ≤ b.


I risultati in termini di componenti di sforzo radiale e polare e i due invarianti
di sforzo p e q sono riportati nella figura 10.6 in funzione di una coordinata locale
(un raggio) che definisce lo spessore del guscio (diviso per il raggio medio rm =


(a+ b)/2 dello strato sferico)2, assieme ai risultati numerici ottenuti con i due
algoritmi proposti. Sono stati considerati tre differenti limiti di plasticizzazione
δ (corrispondenti al 28%, 55% e 86% dello spessore) sia per il criterio di von
Mises che per quello BP. Anche qui i due algoritmi proposti forniscono gli stessi
valori, coincidenti con la soluzione semi-analitica, confermando ancora una
volta la validità degli approcci numerici presentati.


10.4 Note sui parametri geometrici dei test


La geometria del problema appena analizzato è caratterizzata da tre parame-
tri: i raggi interno (a) ed esterno (b) del guscio e il raggio che individua il fronte
di plasticizzazione (δ). Si osserva che, a prescindere dai parametri scelti per il
materiale, il comportamento del guscio (ad esempio la possibilità di arrivare a
completa plasticizzazione) dipende dalla snellezza della parete costituente il
medesimo. Si rivela utile in questo modo fare riferimento al raggio medio del
guscio rm e al suo spessore t̂, le cui relazioni con il raggio interno ed esterno
sono date da:


rm =
a+ b


2
(10.30a)


t = b− a (10.30b)


2 Maggiori dettagli sui parametri geometrici sono forniti nel paragrafo 10.4.
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Figura 10.7: Esempio di una sezione di guscio sferico di raggio medio rm unitario e spessore
adimensionalizzato t̂ = 0.85; ne consegue che i raggi adimensionalizzati interno ed
esterno del guscio sono pari ad â = 0.575 e b̂ = 1.425. È stato assunto uno stato di
plasticizzazione pari al 70% dello spessore, che corrisponde a porre δ̂tr = 0.7.


Si può rendere adimensionale il problema dividendo le (10.30) per il raggio
medio, ossia facendo riferimento a un guscio sferico di raggio medio unitario,
ovvero:


rm = 1 (10.31a)


t̂ =
t


rm
t̂ ∈ [0, 2] (10.31b)


Si osservi che i casi limite (possibili solo teoricamente) t̂ = 0 e t̂ = 2 corrispon-
dono, rispettivamente, a una superficie sferica di spessore nullo e a una palla
piena. Con le precedenti definizioni i raggi interno ed esterno del guscio di
raggio medio unitario si esprimono come:


â = 1− t̂


2
â ∈ [0, 1] (10.32a)


b̂ = 1 +
t̂


2
b̂ ∈ [1, 2] (10.32b)


Luca Prakash Argani 305







10 | CONFRONTO CON SOLUZIONI SEMI-ANALITICHE


Il fronte di plasticizzazione può essere individuato anche come frazione dello
spessore del guscio a partire dalla superficie interna; la legge di trasformazione
che lega il raggio δ alla sua frazione di avanzamento δ̂ è:


δ̂ =
δ − a
b− a


δ̂ ∈ [0, 1] (10.33)


e di conseguenza il raggio δ̂tr individuato da δ̂ sul guscio di raggio medio
unitario è:


δ̂tr = â+ t̂δ̂ = 1− t̂


2
+ t̂δ̂ δ̂tr ∈ [â, b̂] (10.34)


A seguito di queste considerazioni, si può osservare che per il problema
adimensionalizzato le soluzioni in termini di sforzi σr e σθ risultano essere delle
funzioni di un raggio r (adimensionale) appartenente all’intervallo [â, b̂]. Con
l’introduzione di questi nuovi parametri geometrici adimensionalizzati si può
risolvere il problema in funzione di due soli parametri significativi: lo stato di
avanzamento del fronte plastico δ̂ ∈ [0, 1] e la snellezza del guscio, rappresentata
dallo spessore adimensionale t̂ ∈ [0, 2].
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Appendice A


ESPRESSIONI DEI MODULI


INCREMENTALI DI BIOT


I
N questa appendice si derivano le espressioni alternative per i due modu-
li incrementali µ e µ∗, relative all’esistenza della funzione dell’energia
di deformazione, date nel paragrafo 4.3.1. Per ottenere la relazio-
ne (4.28a) si considerano le rappresentazioni spettrali del tensore di


Cauchy-Green sinistroB e dello sforzo di Cauchy σ:


B = λ2
1e1 ⊗ e1 + λ2


2e2 ⊗ e2 + λ2
3e3 ⊗ e3 (A.1a)


σ = σ1e1 ⊗ e1 + σ2e2 ⊗ e2 + σ3e3 ⊗ e3 (A.1b)


dove (e1, e2, e3) rappresenta una terna di assi principali euleriani. Se si derivano
le (A.1) rispetto al tempo, si ottengono:


Ḃ = 2λ1λ̇1e1 ⊗ e1 + 2λ2λ̇2e2 ⊗ e2 + 2λ3λ̇3e3 ⊗ e3+


+ λ2
1 (ė1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ė1) + λ2


2 (ė2 ⊗ e2 + e2 ⊗ ė2) +


+ λ2
3 (ė3 ⊗ e3 + e3 ⊗ ė3) (A.2)
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e


σ̇ = σ̇1e1 ⊗ e1 + σ̇2e2 ⊗ e2 + σ̇3e3 ⊗ e3+


+ σ̇1 (ė1 ⊗ e1 + e1 ⊗ ė1) + σ̇2 (ė2 ⊗ e2 + e2 ⊗ ė2) +


+ σ̇3 (ė3 ⊗ e3 + e3 ⊗ ė3) (A.3)


Poiché per uno stato di deformazione piana incrementale si hanno ė3 = 0 e
e1 · ė2 = −ė1 · e2, le componenti nel piano Ḃ12 e σ̇12 si riducono a:


Ḃ12 =
(
λ2


1 − λ2
2


)
ė1 · e2 (A.4a)


σ̇12 = (σ1 − σ2) ė1 · e2 (A.4b)


mentre le equazioni (4.11) e (4.13) forniscono


Ḃ12 =
(
λ2


1 + λ2
2


)
D12 −


(
λ2


1 − λ2
2


)
W12 (A.5a)


σ̇12 =
∇
σ12 − (σ1 − σ2)W12 (A.5b)


Se si considerano le equazioni (A.4) e (A.5), si hanno


D12 =
(ė1 · e2 +W12)


(
λ2


1 − λ2
2


)
λ2


1 + λ2
2


(A.6a)


∇
σ12 = (ė1 · e2 +W12) (σ1 − σ2) (A.6b)


dalle quali, eliminando il termine ė1 · e2 +W12, si ottiene


∇
σ12 =


λ2
1 + λ2


2


λ2
1 − λ2


2


(σ1 − σ2)D12 (A.7)


Confrontando la (5.20a) con la (A.7) si determina l’espressione di Biot per µ,
ovvero la (4.28a).


Il modulo incrementale µ∗ può essere ottenuto derivando rispetto al tempo
la (3.220) scritta in funzione delle componenti nel piano e tenendo conto che
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λ̇3 = 0 per deformazioni incrementali di sforzo piano. Si trova quindi


σ̇1 − σ̇2 = λ̇1
∂W


∂λ1
+ λ1λ̇1


∂2W


∂λ2
1


+ λ1λ̇2
∂2W


∂λ1∂λ2
− λ̇2


∂W


∂λ2
+


− λ2λ̇1
∂2W


∂λ1∂λ2
− λ2λ̇2


∂2W


∂λ2
2


(A.8)


Se al posto del potenziale W (λ1, λ2, λ3) si utilizza il potenziale Ŵ (λ1, λ2) =


W (λ1, λ2,
1


λ1λ2
), si ottiene la medesima relazione, all’interno della quale è


presente Ŵ al posto di W .
Considerando le equazioni (4.11), (A.2), (A.3) e (4.13) per le componenti 11


e 22 si ottengono le seguenti relazioni:


λ̇i = Diiλi i = 1, 2 (A.9a)
∇
σ22 −


∇
σ11 = σ̇11 − σ̇22 (A.9b)


le quali, se sostituite all’interno della (A.8), permettono di scrivere


∇
σ22 −


∇
σ11 =


(
λ1
∂W


∂λ1
+ λ2


∂W


∂λ2
+ λ2


1


∂2W


∂λ2
1


+ λ2
2


∂2W


∂λ2
2


+


− 2λ1λ2
∂2W


∂λ1∂λ2


)
D11 −D22


2
(A.10)


Confrontando la (5.20d) con la (A.10) si determina l’espressione di Biot per il
modulo µ∗, ovvero la (4.28b).
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Appendice B
NOTE SULL’ESPERIMENTO


FOTOELASTICO ILLUSTRATO NELLA


FIGURA 1.1


G
LI ESPERIMENTI FOTOELASTICI sono stati realizzati utilizzando un po-
lariscopio circolare con ritardatori di quarti di onda per 560 nm, con
sistemazione su campo scuro ed equipaggiato con un punto luce
bianco e uno al vapore di sodio a λ = 589.3 nm comprato da Tiede-


mann & Betz, progettato e costruito nel Laboratorio per Modellazione Fisica di
Strutture e Fotoelasticità del Gruppo di Meccanica dei Solidi e delle Strutture
dell’Università di Trento1.


Le foto sono state scattate con una macchina fotografica digitale Nikon D200
equipaggiata con lenti AF-S micro Nikkor (70-180 mm, 1:4.55.6D). Il materiale
fotoelastico è costituito da una lastra di spessore 5 mm ottenuta da una resina
epossidica bicomponente che si trova in commercio (Crystal Resins© by Gedeo,
305 Avenue du pic de Bretagne, 13420 Gemenos, France).


Per ottenere il materiale ortotropo sono stati realizzati dei solchi, paralleli tra
di loro con passo 2.5 mm, su entrambe le facce della lastra di resina; i solchi han-
no una larghezza di 0.3 mm e una profondità pari a 2 mm e sono stati incisi con
un’apposita sega circolare (lama HSS-DMo5 63×0.3×16 Z128 A). Questa tecnica
fu utilizzata da O’Regan [133] su rivestimenti fotoelastici. La dislocazione è


1 Maggiori dettagli possono essere trovati sul sito del Gruppo di Ricerca: http://www.ing.unitn.
it/dims/ssmg/.
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B | NOTE SULL’ESPERIMENTO FOTOELASTICO


stata creata inserendo nella lastra due lamine sottili di acciaio (spessore 0.5 mm)
in contatto tra di loro su un lato e attaccate alla resina dall’altro. Tali lamine
sono disposte orizzontalmente e allineate parallelamente alla linea tratteggiata
della figura 1.1 a pagina 4. Quindi è stato imposto uno scorrimento relativo
tra le due lamine, generando così uno spostamento tra le loro terminazioni
corrispondente al vettore di Burgers, ovvero inducendo nella lastra un campo
di sforzo equivalente a quello di una dislocazione.
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Appendice C


STUDIO DELLA RELAZIONE TRA UN


DIPOLO DI FORZE E UN DIPOLO DI


DISLOCAZIONI


I
N questa appendice si dimostra che nel caso di elasticità isotropa incom-
primibile e in assenza di prestress i campi asintotici (far-fields) indotti
da un dipolo di dislocazioni su un singono piano di scorrimento e da
un dipolo di forze inclinato a π/4 sono identici.


In un sistema di riferimento Oxy il campo di sforzo piano prodotto da una
singola straight edge dislocation in un mezzo elastico lineare isotropo è [132]


{
σd
xx, σ


d
yy, σ


d
xy


}
=


b µ


2π(1− ν) r4


×
{
−y
(
3x2 + y2


)
, y
(
x2 − y2


)
, x
(
x2 − y2


) }
(C.1)


dove b è il vettore di Burgers, mentre µ e ν sono, rispettivamente, il modu-
lo elastico di taglio e il coefficiente di Poisson. Il corrispondente campo di
deformazione (strain) deriva dall’equazione (C.1) nella forma{


εd
xx, ε


d
yy, ε


d
xy


}
=


1


Ē


{
σd
xx − ν̄σd


yy, σ
d
yy − ν̄σd


xx, (1 + ν̄)σd
xy


}
(C.2)


dove Ē e ν̄ sono il modulo di Young e il coefficiente di Poisson modificati,
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C | RELAZIONE TRA UN DIPOLI DI FORZE E DI DISLOCAZIONI


(a) Distorsione del reticolo indotto da un
dipolo di dislocazioni.


(b) Dipolo di forze e dipolo di disloca-
zioni.


Figura C.1: Rappresentazione della distorsione di un reticolo indotta da un dipolo di dislocazioni
giacenti su un singolo piano di scorrimento (a) e la sua rappresentazione convenzio-
nale (b) assieme a un dipolo di forze inclinato di π/4 rispetto all’asse x1). Nel caso di
elasticità lineare isotropa e incomprimibile i campi asintotici (far-fields) indotti dal dipolo
di dislocazioni e dal dipolo di forze sono identici.


mentre il campo di spostamento si può esprimere come


ux =
b


2π


[
arctan


y


x
+


xy


2(1− ν)r2


]
(C.3a)


uy = − b


8π(1− ν)


[
(1− 2ν) ln r2 +


x2 − y2


r2


]
(C.3b)


Un dipolo di dislocazioni su un singolo piano di scorrimento consiste in
due dislocazioni parallele di tipo edge giacenti nello stesso piano di scorrimento,
poste a una distanza pari a 2d e aventi segno opposto (si vedano la figura C.1a
per la rappresentazione della distorsione indotta in un reticolo cristallino e la
figura C.1b per la relativa rappresentazione grafica convenzionale). In condizio-
ni quasi statiche questa struttura semplice di dislocazioni non è stabile poiché
queste, se non sono tenute ferme, tendono ad attrarsi una con l’altra per ridurre
la loro energia elastica totale; dunque esse tendono ad avvicinarsi fino al punto
di sovrapporsi e di annichilarsi.


Tralasciando gli aspetti sulla stabilità, il campo di sforzo prodotto dal dipolo
di dislocazioni può essere ottenuto semplicemente applicando la sovrappo-
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sizione degli effetti dati dalla soluzione (C.1), la quale può essere usata con
riferimento alle coordinate locali (figura C.1b):


xi = x+ (−1)id (C.4a)


yi = y (C.4b)


r2
i =


[
x+ (−1)id


]2
+ y2 = r2 + 2(−1)ixd+ d2 (C.4c)


dove i = 1, 2.
A grande distanza dal dipolo di dislocazioni, il parametro d/r può essere


considerato piccolo e il campo di sforzo può essere espanso in serie di Taylor,
ottenendo così lo sviluppo asintotico


{
σd
xx, σ


d
yy, σ


d
xy


}
∼ µd b


π(1− ν) r6


×
{


2xy
(
r2 − 4x2


)
, 2xy


(
r2 − 4y2


)
, r4 − 8x2y2


}
(C.5)


il quale soddisfa le equazioni di equilibrio.
Lo sviluppo asintotico del campo di sforzo di un dipolo di forze in elasticità


lineare può essere ottenuto per sovrapposizione del campo di sforzo di Green


T 1
11 = − [2(1− ν) + cos(2θ)] cos θ


4π(1− ν) r
T 2


11 = − [2ν + cos(2θ)] sin θ


4π(1− ν) r


T 1
12 = − [2(1− ν) + cos(2θ)] sin θ


4π(1− ν) r
T 2


12 = − [2(1− ν)− cos(2θ)] cos θ


4π(1− ν) r


T 1
22 =


(1− 4ν) cos θ + cos(3θ)


8π(1− ν) r
T 2


22 =
[cos(2θ)− 2(1− ν)] sin θ


4π(1− ν) r
(C.6)


dove ciascuna relazione è espressa nel sistema di riferimento locale illustrato
nella figura C.1b. Infine si ottengono


xi = x+ (−1)ia cosα (C.7a)


yi = y + (−1)ia sinα (C.7b)


r2
i =


[
x+ (−1)ia cosα


]2
+
[
y + (−1)ia sinα


]2
= r2 + 2(−1)ia (x cosα+ y sinα) + a2 (C.7c)


dove i = 3, 4 e α = π/4.
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C | RELAZIONE TRA UN DIPOLI DI FORZE E DI DISLOCAZIONI


A grande distanza dal dipolo di forze, il parametro adimensionale a/r divie-
ne piccolo, cosicché l’espansione in serie di Taylor del campo di sforzo fornisce
ancora la rappresentazione (C.5) dove si effettua la seguente sostituzione:


t a = 2d b µ (C.8)
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Appendice D
LISTA DEI SIMBOLI


I
N questa appendice si illustrano e si commentano brevemente i simbo-
li, le funzioni, le operazioni e gli operatori matematici utilizzati nel
testo. In particolare, questi sono stati riportati in maniera schematica
(mediante semplici tabelle descrittive) e suddivisi per categorie. Per


rendere più comprensibile il testo è stato fatto uso delle simbologie e delle
notazioni più comuni che solitamente vengono adottate nei testi matematici.
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D | LISTA DEI SIMBOLI


Tabella D.1: Gruppi, insiemi numerici e numeri complessi.


Simbolo Descrizione


Lin Gruppo lineare
Orth Gruppo ortogonale
Sym Gruppo simmetrico
Skw Gruppo antisimmetrico
Inv Insieme dei tensori invertibili (gruppo lineare generale)
N Insieme dei numeri naturali
Z Insieme dei numeri interi
Q Insieme dei numeri razionali
R Insieme dei numeri reali
C Insieme dei numeri complessi
H Insieme dei numeri ipercomplessi (quaternioni)
i (Prima) Unità immaginaria (C, H)
j Seconda unità immaginaria (H)
k Terza unità immaginaria (H)
|·| Valore assoluto, modulo


arg (·) Argomento
(·) Coniugato
<(·) Parte reale
=(·) Parte immaginaria (C)
En Spazio euclideo di dimensione n
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Tabella D.2: Simboli insiemistici.


Simbolo Descrizione


∈, 3 Appartenenza
/∈ Non appartenenza
⊂, ⊃ Inclusione (in senso stretto)
⊆, ⊇ Inclusione (in senso largo)
∪ Unione
∩ Intersezione
\ Differenza
∅ Insieme vuoto
{(·) Complementare rispetto all’ambiente (·)
℘(·) Insieme delle parti
min Minimo
max Massimo
inf Estremo inferiore
sup Estremo superiore


Tabella D.3: Simboli logici.


Simbolo Descrizione


∃ Quantificatore esistenziale
∃! Esistenza e unicità
@ Negazione esistenziale
∀ Quantificatore universale
∨ Disgiunzione
∧ Congiunzione
−→ Implicazione materiale
←→ Coimplicazione materiale
=⇒ Implicazione logica
⇐⇒ Coimplicazione logica
| , : Tale che
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D | LISTA DEI SIMBOLI


Tabella D.4: Simboli geometrici.


Simbolo Descrizione


AB̂C Angolo ABC con vertice in B
d(· , ·) Distanza tra due elementi
AB Lunghezza del segmento orientato AB
‖ Parallelo
∦ Non parallelo
⊥ Perpendicolare
6⊥ Non perpendicolare
≡ Equivalenza, coincidenza
∼= Congruenza
� Non congruenza
≈ Somiglianza
6≈ Non somiglianza


Tabella D.5: Funzioni trigonometriche.


Simbolo Funzione


cos(·) Coseno
sin(·) Seno
tan(·) Tangente
sec(·) Secante
csc(·) Cosecante
cot(·) Cotangente


arccos(·) Arcocoseno
arcsin(·) Arcoseno
arctan(·) Arcotangente
arcsec(·) Arcosecante


arccosec(·) Arcocosecante
arccot(·) Arcocotangente
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Tabella D.6: Funzioni esponenziali.


Simbolo Funzione


exp(·) Esponenziale
ln(·) Logaritmo naturale


cosh(·) Coseno iperbolico
sinh(·) Seno iperbolico
tanh(·) Tangente iperbolica
sech(·) Secante iperbolica


cosech(·) Cosecante iperbolica
coth(·) Cotangente iperbolica


arcosh(·) Arcocoseno iperbolico
arsinh(·) Arcoseno iperbolico
artanh(·) Arcotangente iperbolica
arsech(·) Arcosecante iperbolica
arcsch(·) Arcocosecante iperbolica
arcoth(·) Arcocotangente iperbolica


Tabella D.7: Funzioni speciali e non-standard.


Simbolo Funzione


sign(·) Funzione segno
csign(·) Funzione segno complesso


Ei(·) Funzione esponenziale integrale
Ci(·) Funzione coseno integrale
Si(·) Funzione seno integrale


hypergeom(·) Funzione ipergeometrica
Heaviside(·) Funzione di Heaviside
Volume(·) Volume


δ(·) (Distribuzione) Delta di Dirac
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D | LISTA DEI SIMBOLI


Tabella D.8: Operatori vettoriali.


Simbolo Operazione


div(·) Divergenza (rispetto alle coordinate spaziali)
Div(·) Divergenza (rispetto alle coordinate materiali)
rot(·) Rotore (rispetto alle coordinate spaziali)
Rot(·) Rotore (rispetto alle coordinate materiali)
grad(·) Gradiente (rispetto alle coordinate spaziali)
Grad(·) Gradiente (rispetto alle coordinate materiali)


Tabella D.9: Vettori, matrici e tensori.


Simbolo Descrizione


|·| Modulo, determinante
‖·‖ Norma
J·K Salto
〈·〉 Parentesi di Macaulay


det(·) Determinante
dev(·) Deviatore
diag(·) Diagonale
dim(·) Dimensione
ker(·) Kernel


rank(·) Rango
tr(·) Traccia
(·)−1 Inversione (tensore o matrice)
(·)T Trasposizione (tensore o matrice)
· Prodotto scalare tra vettori o tensori
× Prodotto vettoriale tra vettori
⊗ Prodotto tensoriale tra vettori e/o tensori
� Prodotto tensoriale tra tensori
� Prodotto tensoriale tra tensori
δij Tensore delta di Kronecker
εijk Tensore di Ricci o di Levi-Civita
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GLOSSARIO


autovalore Gli autovalori di una matrice quadrataA sono gli scalari λ per i quali
Av = λv per qualche vettore non nullo v (che si dice essere un autovettore). Gli
autovalori sono le soluzioni dell’equazione caratteristica della matrice quadrata
A. 19, 20, 27, 31, 325,
autovettore Un autovettore di una matrice quadrataA è un vettore non nullo v
che soddisfaAv = λv per qualche autovalore λ. 19, 20, 27, 31, 325,


biiezione (o funzione biunivoca o funzione biiettiva) Una funzione tra ele-
menti di due insiemi nella quale ad ogni elemento di un insieme corrisponde
uno ed uno solo elemento di un altro insieme, e viceversa ad ogni elemento
del secondo insieme corrisponde uno ed uno solo elemento del primo. Non
esistono elementi non accoppiati. 325,
BP funzione di snervamento di Bigoni-Piccolroaz. 267, 272, 278, 292, 295, 299,
325


cardinalità Numero di elementi in un insieme. 325,
CC condizioni al contorno. 71, 294, 325
CI condizioni iniziali. 71, 325
codominio L’insieme in cui sono costretti a ricadere i risultati di una funzione.
325,
complesso coniugato Il complesso coniugato z̄ di un numero complesso z =


a+ i b è definito come z̄ = a− i b (si veda numero complesso). 103, 237, 325,


dominio (dominio di una funzione o insieme di definizione) L’insieme degli
elementi per i quali la funzione è definita. 325,


E regime ellittico. 103, 325
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EC regime ellittico complesso. 103, 232, 235, 325
EI regime ellittico immaginario. 103, 232, 325
equazione caratteristica (di una matrice quadrata) L’equazione caratteristica
di una matrice quadrataA è det(λI −A) = |λI −A| = 0; per una matrice 2× 2


si riduce a λ2 − λ trA+ detA = 0. 21, 325,
equazione differenziale ordinaria (EDO (o ODE)) Un’equazione che contiene
una funzione incognita in una variabile e le sue derivate di ordine qualsiasi.
L’ordine di una ODE corrisponde al massimo ordine di derivazione che vi
compare. 294, 325,
equazione differenziale parziale (EDP (o PDE)) Un’equazione differenziale
che contiene funzioni incognite in più variabili e le loro derivate parziali. 325,


H regime iperbolico. 103, 232, 325


immagine Il sottoinsieme del codominio di una funzione che corrisponde al
risultato della funzione applicata a un sottoinsieme del dominio stesso. 325,
insieme Una collezione di oggetti distinti. 11, 19, 26, 325,


LATEX Un linguaggio di scrittura di documenti. ii, 325,
Lettere greche 325
π Rapporto tra la circonferenza di un cerchio e il suo diametro. 325


Lettere latine 325
e Numero di Nepero. 325


matrice Una matriceA di dimensione n×m, dove n,m ∈ N\{ 0 }, è una tabella
ordinata di elementi disposti in n righe e m colonne. L’elemento corrispondente
alla i-esima riga e j-esima colonna è indicato con aij . 14, 325, 327,
matrice jacobiana (di una funzione) La matrice i cui elementi sono le derivate
parziali prime della funzione (che ha dominio e codominio in uno spazio eu-
clideo). Sia F : U → Rm una funzione definita su un insieme aperto U dello
spazio euclideo Rn; la matrice jacobiana calcolata in (x1, . . . , xn) è:


JF =



∂F1


∂x1
. . .


∂F1


∂xn
...


. . .
...


∂Fm
∂x1


. . .
∂Fm
∂xn


 =
∂(F1, . . . , Fm)


∂(x1, . . . , xn)
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ovvero è il prodotto tensoriale fra l’operatore differenziale vettoriale nabla (∇)
e la funzione stessa. Lo jacobiano è il determinante della matrice jacobiana nel
caso in cui m = n (si vedano matrice e nabla). 250, 325,
multi-indice Un multi-indice n-dimensionale è una n-upla α = (α1, . . . , αn) di
numeri naturali (αi ∈ N ∪ { 0 } ∀i = 1, . . . , n). 244, 325,


nabla (o del) (∇) Operatore differenziale vettoriale che consente di scrivere,
con una notazione compatta, gli operatori differenziali jacobiana, gradiente,
divergenza e rotore. Per uno spazio euclideo n-dimensionale Rn descritto da
un sistema di coordinate cartesiane, l’operatore nabla è definito come:


∇ =


n∑
i=1


ei
∂


∂xi


dove { ei | 1 ≤ i ≤ n } è la base canonica in questo spazio. 325, 327,
numero complesso Un numero che può essere espresso nella forma a+i b, dove
a e b sono numeri real e i è l’unità immaginaria (si veda unità immaginaria). 103,
120, 325,
numero reale Un valore che rappresenta una quantità lungo una linea continua.
325,


omotetia Una trasformazione di uno spazio affine determinata da un punto
O (detto centro dell’omotetia) e da un numero non nullo k (detto rapporto
dell’omotetia), che mappa ogni puntoM in un altro puntoN tale the il segmento
ON giace sulla stessa retta di OM ma è scalato di un fattore k secondo la legge:
M 7→ O + k OM . In geometria euclidea, le omotetie sono delle similitudini che
fissano un punto e preservano (se k > 0) o invertono (se k < 0) la direzione di
tutti i vettori; la corrispondenza biunivoca traM eN si scrive comeON = k OM .
5, 163, 325,


P regime parabolico. 103, 232, 325


regola del prodotto (o regola di Leibniz) formula usata per calcolare le derivate
del prodotto di due o più funzioni; utilizzando la notazione di Leibniz si può
esprimere come


d(uv)


dx
= u


dv


dx
+ v


du


dx


. 140, 146, 243, 325,
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regola di derivazione di una funzione composta La regola di differenziazione
per una funzione composta L


(
x(t), y(t)


)
rispetto alla variabile t è


dL


dt
=
∂L


∂x


∂x


∂t
+
∂L


∂y


∂y


∂t


. 38, 64, 65, 80, 325,


serie di Taylor La serie di Taylor di una funzione in un punto è la rappresenta-
zione della funzione come serie di termini calcolati a partire dalle derivate della
funzione stessa nel punto. La serie di Taylor di una funzione f(x) infinite volte
derivabile in un punto a a valori reali o complessi è la serie di potenze


∞∑
n=0


f (n)(a)


n!
(x− a)n


dove n! indica il fattoriale di n ed f (n)(a) indica la derivata n-esima di f valutata
nel punto a. 21, 74, 189, 247, 249, 317, 325,
spazio connesso Uno spazio topologico che non può essere rappresentato come
l’unione di due o più sottoinsiemi aperti non vuoti. 139, 140, 325,
spazio vettoriale (V) Un gruppo abeliano additivo sullo spazio dei reali. Un
insieme su cui sono definite l’addizione tra vettori e la moltiplicazione per
scalari. 9, 11, 325,
superficie di snervamento Una varietà nello spazio degli sforzi che separa lo
stato elastico (“punti interni”) dallo stato di snervamento (punti che giacciono
sulla varietà), mentre i “punti esterni” non sono ammissibili (nell’ambito della
plasticità “rate-independent”). 267, 272, 325,


tensore Oggetto geometrico che descrive relazioni lineari tra vettori, scalari e
altri tensori. Un tensore di ordine n in uno spazio m-dimensionale è un oggetto
matematico che ha n indici e mn componenti e obbedisce a determinate leggi
di trasformazione. Ogni indice di un tensore varia sul numero di dimensioni
dello spazio. Un tensore di tipo (r, s) sullo spazio vettoriale V, controvariante
di ordine r e covariante di ordine s, è definito come un elemento dello spazio
vettoriale T rs (V) = V⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸


r


⊗V∗ ⊗ · · · ⊗ V∗︸ ︷︷ ︸
s


, dove V∗ è lo spazio duale. La


rappresentazione generale rispetto alle basi ei e ej , rispettivamente di V e V∗, è
T = T i1...inj1...jm


ei1 ⊗ · · · ⊗ ein ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejn . 9, 11, 17, 325,
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unità immaginaria (i) Un concetto matematico che estende il sistema dei numeri
reali R al sistema dei numeri complessi C. La proprietà fondamentale dell’unità
immaginaria è che i2 = −1 e dunque può essere considerata come la radice
quadrata di −1. 325, 327,


VM funzione di snervamento di Von Mises. 296, 325
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tensore, 11
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